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Procès -Verbaux. 

Les professeurs de Mathématiques de toutes les universités sué- 
doises adressaient en Mai 1909 une invitation personnelle à un nombre 
de mathématiciens en Suède, Danemark, Finlande et Norvège. Voici 
la teneur de cette invitation: 

«Nous soussignés nous permettons par la présente de vous inviter 
à vous rendre à Stockholm les 22—25 Sept, courants pour discuter, 
de concert avec d'autres mathématiciens suédois, danois, finlandais et 
norvégiens, de telles questions du domaine de notre science qui forment 
à présent l'objet principal de l'attention des géomètres. 

Stockholm, Upsal, Lund, en Mai 1909. 

IvAR Bendixson, t. Brodén, a. V. Backlund, Ivar Fredholm, 
Erik Holmgren, H. von Koch, G. Mittag-Lepfler, E. Phragmén, 

A. WlMAN. 

Les mathématiciens qui au Congrès désirent faire des conférences 
doivent, dès ce printemps, le porter à notre connaissance et s^adresser: 

les mathématiciens de Lund au Professeur Broden; 

les mathématiciens dTJpsal au Professeur Wiman ou au Professeur 
Holmgren; 

les autres mathématiciens suédois à l'un des Professeurs Bendixson, 
Fredholm, von Koch, Mittag-Leffler, Phragmén; 

les mathématiciens danois au Professeur Zeuthen ou à l'Ligénieur 
J. L. W. V. Jensen; 

les mathématiciens finlandais au Professeur Mellin ou au Profes- 
seur LiNDELÔF; 

les mathématiciens norvégiens au Professeur Stlow ou au Pro- 
fesseur Stôrmer. 

Les conférences seront: 
â! ordre général rendant compte des principaux progrès dans des dif- 
férents domaines des sciences mathématiques, 
d'ordre spécial interprétant des ouvrages du conférencier. 

Congrès des Mathématiques à Stockholm 1909. 1 
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Procès -Verbaux. 



Le temps accordé aux conférences de la deuxième catégorie sera 
au plus 20 minutes. Chaque conférencier doit^ pour éviter la perte 
de temps par des démonstrations au tableau noir^ apporter les for- 
mules et les dessins nécessaires clairement tracés sur des cartons». 

L'invitation fut acceptée par tous ceux qui^ par des raisons légitimes^ 
n'étaient pas empêchés de se rendre à Stockholm les 22 — 25 Sept, 
et le Congrès fut solennellement ouvert mercredi 22 Septembre dans 
la grande salle du nouveau bâtiment de l'Université de Stockholm 
en présence de S. A. R. le Prince royal, du Chef par intérim du Gou- 
vernement, le Ministre Hederstierna, du Chef du département de 
rinstruction publique et des cultes le Ministre Lindstrôm et d'environ 
130 participants. 

Le Professeur Mittag-Leffler salua les présents au nom des in- 
viteurs par l'allocution suivante: 

^.Monseigneur, 

Mesdames et Messieurs, 

Lorsque nous autres professeurs de mathématiques des différentes 
universités de Suède avons résolu d'adresser une invitation à tous 
ceux qui dans notre pays s'occupent de l'étude scientifique des Mathé- 
matiques pour les mettre à même d'échanger des idées sur des 
questions dans notre science qui sont à présent sur le tapis, nous 
l'avons fait dans la vive conviction qu'un tel échange d'idées sera 
du plus grand profit pour nous et pour vous, pour l'instruction su- 
périeure de notre pays et, par conséquent, pour l'enseignement, et 
enfin peut-être pour cette science dont nous sommes tous les serviteurs. 

Un tel échange d'idées entre ceux qui s'adonnent aux mêmes études 
est toujours fécond en leçons; combien de plus ne le sera-t-il pas, 
lorsqu'il s'agit de la science de la pure pensée, où l'appropriation 
des recherches d'autrui demande au chercheur solitaire, en raison du 
haut degré d'abstraction qui est l'insigne* même des mathématiques, 
un effort d'esprit, devant lequel, et cela ne doit étonner personne, il 
recule bien souvent. 

Mais nous ne nous sommes pas restreints à la seule invitation de 
mathématiciens suédois de se réunir ici à Stockholm pendant les 
journées 22 jusqu'au 25 Septembre, nous avons fait appel à tous les 
savants qui dans nos pays voisins, le Danemark, la Finlande, la Nor- 
vège, se vouent aux études mathématiques. Il n'y a pas de doute 
que cet élargissement de notre cercle suédois n'amène pour nous un 
avantage de la plus grande valeur. Dans le jardin des connaissances 
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mathématiques poussent des plantes d'espèces bien différentes^ et les 
récoltes qui sont rentrées aux diverses universités du Nord ne sont 
pas toujours de la même nature. Combien ne s'enrichit pas notre 
cercle en englobant les mathématiciens de tous les pays du Nord^ et 
quelle addition précieuse ne reçoit-il paS; lorsque^ comme à présent^ 
il peut compter dans son sein les savants les plus illustres de nos 
pays voisins! Cependant; nous avons le pénible devoir d'annoncer 
Tabsence de notre doyen, le compatriote et célèbre interprète d*Abel, 
M. Sylow, nous regrettons de ne pas voir parmi nous Térudit et si 
brillant auteur, le géomètre et analyste Julius Petersen, nous sentons 
vivement le vide du clair et ingénieux penseur dans le domaine des 
fonctions et des nombres, J. L. W. V. Jensen. Mais, s'ils manquent 
à l'appel, ce n'est pas par suite de leur peu d'intérêt, c'est en raison 
de leur âge avancé ou de maladie grave. 

La collaboration entre les mathématiciens du Nord remonte à plus 
d'un quart de siècle. Il y aura bientôt trente ans depuis que, sous 
l'auguste patronage du feu Roi Oscar II et bénéficiant d'une sub- 
vention pécuniaire de nos quatre pays, nous avons commencé la pu- 
blication de nos Acta mathematica, revue qui, par suite des précieux 
trésors que des amis et des collaborateurs d'autres pays y apportaient 
dès le début, prit d'emblée une position dirigeante dans le monde 
des mathématiciens. La collection des 33 volumes parus jusqu'ici 
vont sans doute, pendant de longues années, constituer une des prin- 
cipales sources où puisera notre science. 

Dès l'année 1885, lorsque la revue ne comptait que 5 volumes, 

Weiesstrass, ce savant si sobre en éloges aussi bien qu'en critiques, 

écrivit à ce sujet au rédacteur en chef: „Es drangt mich zugleich 

der Befriedigung Ausdruck zu geben, mit der ich den erfreulichen 

Fortgang Ihres Untemehmens begleite. Vielleicht wâre es verzeih- 

lich, wenn ich als Mitherausgeber der âltesten von den gegenwârtig 

existierenden mathematischen Zeitschriften eine Anwandlung von 

Neid darûber empfânde, daB es Ihnen gelungen ist, von Anfang an 

fur die Acta so viele altbewahrte Meister und junge, aufstrebende 

Talente als Mitarbeiter zu gewinnen, und zwar nicht bloB aus den 

skandinavischen Lândem, sondem auch aus Deutschland, Frankreich, 

Italien". Et il continue: „Es ist mein Wunsch und meine Hofi&iung, 

dafi die Acta auch femerhin mit ebenso glânzenden Erfolge, wie bis 

jetzt, ein internationales Organ fur die Fortentwicklung unserer 

Wissenschaft, der am meisten kosmopolitischen von allen, bleiben 

mogen." 

1* 
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Depuis que ces lignes furent écrites^ beaucoup de ces y^altbewâhrte 
Meister*' ont pour toujours déposé leur plume, le plus grand d'entre 
eux, Weierstrass, repose en terre depuis 12 ans. „Die jungen auf- 
strebenden Talente^^, qui dans les Acta publiaient leurs premiers 
essais, et qui, dans la suite, ont enrichi cette revue par beaucoup 
d'ouvrages, comptent à présent parmi les „altbewâhrte Meister" et 
occupent aussi une position digne de leurs talents. Mais plus d'une 
génération d'autres ,junge, aufstrebende Talente^^ ont pendant les 
années qui viennent de s'écouler, rejoint leurs prédécesseurs, et je 
ne crois pas qu'aucim mathématicien conteste que les volumes suivants 
de nos Acta, vus dans leur ensemble, n'aient tenu ce que promettaient 
les 5 premiers tomes. S'il en est ainsi, nous le devons surtout à la 
bonne entente et à la confiance inébranlable qui ont toujours régné 
entre les différents rédacteurs suédois, danois, finlandais et norvégiens. 
D'autres entreprises communes ont échoué ou mené une existence 
languissante sous la pression d'événements politiques. Nos Acta, par 
contre, restent toujours ce qu'elles étaient. Dans ces conditions, 
nous autres inviteurs nous n'avons jamais mis en doute que notre 
appel ne fût écouté, et l'expérience de ce jour montre à l'évidence 
que nous ne nous étions pas trompés. 

Nous vous adressons à vous tous un salut cordial de bienvenue. 
Que cette réunion tienne tout ce que nous en avons espéré et qu'aucun 
de nous ne retourne à sa besogne de tous les jours sans avoir emporté 
d'ici une nouvelle initiative, une envie plus vive de s'occuper des 
problèmes plus ou moins simples, plus ou moins profonds dont nous 
allons nous occuper ici. 

Et enfin permettez -moi de former encore un voeu: que nous, les 
adeptes de la pure pensée, que nous réussissions à prouver encore 
une fois à tous ceux qui veulent et peuvent voir qu'une collaboration 
effective entre les peuples du Nord, si intimement liés par leur cul- 
ture et leur origine, n'a pas été l'oeuvre des fous, mais qu'elle reste 
toujours une des pierres ammlaires sur laquelle il faudra bâtir l'avenir 
delapatrie.> ^ ^ 

Puis on procéda à l'élection d'un président, et le Professeur 
Mittaq-Leffleb fut élu avec acclamation à ce poste. Sur la proposition 
du président, S. A. R. le Prince royal fut ensuite, à l'unanimité, élu 
président d'honneur, et Son Altesse royale daigna accepter cette charge. 
Puis furent nommés, secrétaire général le Professeur Ivar Predholm 
et vice-présidents les Professeurs Zeuthen de Copenhague, Mellin 
de Helsingfors et Bjerenes de Christiania. 
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Ces élections terminées, le Chef du département de l'instruction pu- 
blique et des cultes Lindstbôm obtint la parole et souhaita, au nom 
du Gouvernement; la bienvenue aux membres du Congrès dans les 
termes suivants: 

«Monseigneur^ 

Mesdames et Messieurs , 

En ma qualité de chef du département dont relèvent les institutions 
scientifiques du royaume^ je prends la parole au nom du Gouvernement 
suédois pour vous adresser un salut affectueux^ en formant le voeu 
que vos efforts communs soient profitables au développement progressif 
des sciences mathématiques. 

Bien que ce soit la première fois que les savants des pays du Nord 
se réunissent ainsi dans le but de discuter ensemble des questions du 
domaine de leur science^ il ne sera pourtant pas trop hardi de dire 
que ce Congrès pourra être considéré comme la suite d'une colla- 
boration qui; à une grande étendue, existe déjà depuis longtemps. 
Depuis plus de vingt ans les sciences mathématiques ont leur centre 
dans la publication qui vient d'être mentionnée les Acta Mathematica. 
Fondée et dirigée par, entre autres, l'illustre savant que vous venez 
d'élire votre président, généreusement subventionnée par les autorités 
pubL'ques de Suède, de Danemark, de Finlande et de Norvège cette 
revue a été un vigoureux levier pour activer l'étude des mathé- 
matiques dans ces pays, et on pourra prétendre que, à un haut degré 
elle a contribué à ce que les peuples du Nord occupent un haut 
rang parmi les nations civilisées à l'égard de la production scientifique 
dans les mathématiques et les disciplines qui en relèvent. L'expé- 
rience ainsi obtenue inspire de grandes espérances quant aux résul- 
tats de la collaboration que vous allez commencer maintenant, et 
cela d'autant plus qu'on sait qu'un échange d'idées personnel et oral 
entre savants exerce une puissance merveilleuse pour donner des contours 
distincts à des idées, que le chercheur seul ne peut qu'entrevoir 
vaguement. Que, en retournant à votre besogne de tous les jours, 
vous portiez d'ici des impulsions nouvelles au bénéfice de la science 
à laquelle vous vous consacrez, et au bénéfice aussi de toutes les 
sciences entre lesquelles la Mathématique occupe une position centrale. 

A ceux d'entre vous qui sont venus ici de pays étrangers, je m'a- 
dresse maintenant tout particulièrement pour vous exprimer ma joie 
de ce que l'invitation faite par vos collègues suédois de vous réunir 
ici chez nous a été acceptée par tant d'éminents savants étrangers. 
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Que vous retourniez dans vos pays respectifs avec une bonne im- 
pression du pays et du peuple suédois, en sorte que le premier Con- 
grès des mathématiques, réuni dans un pays du Nord même à ce 
point de vue, reste dans votre mémoire comme un souvenir agréable. 

Par ces mots j'ai Thonneur de vous saluer tous, membres de ce 
Congrès, en vous souhaitant du succès dans vos efforts communs.» 

Ensuite le Congrès résolut d'envoyer un télégramme respectueux 
à Sa Majesté le Roi, qui assistait aux manoeuvres militaires ayant 
lieu au Nord de la Suède. A ce télégramme le Congrès reçut la 
réponse suivante: «Avec un merci Cordial pour le télégramme d'hom- 
mage j'envoie au Congrès des Mathématiques mes meilleurs vœux». 

Sous la présidence du Prince royal, le Prof. Mittag-Lefpler fit 
ensuite une conférence d'ordre général: «Sur les fondements arithmé- 
tiques de la théorie des fonctions d'après Weierstrass». Lorsque le 
Prince, dont le temps était bien pris par des exercices militaires, 
se fut éloigné, le Prof. H. G. Zeuthen de Copenhague, fit une con- 
férence d'ordre général: «Introduction à un traité didactique des 
méthodes énumératives de la géométrie». 

Après un repos de deux heures, le Congrès se réunit de nouveau 
à 5 heures, et des conférences furent faites par 

Le Prof. T. Brodén de l'université de Lund: Sur la soi-disant an- 
tinomie Richard; 

le Prof. E. Neovius de Helsingfors: Sur une certaine classe de sur- 
faces minima; 

le Prof. I. Bendixson de l'université de Stockholm: Sur les solutions 
périodiques des équations différentielles linéaires; 

l'Ingénieur R. Birkeland de Christiania: Sur les intégrales irré- 
gulières d'équations différentielles linéaires; 

le Maître de conférences E. Stridsberg de l'université de Stock- 
holm: Sur quelques propriétés arithmétiques de certaines fonc- 
tions transcendantes. 

A 8 heures les membres du Congrès prirent part à une fête de 
bienvenue au Grand Hôtel. 

Le Congrès reprit ses travaux 
Jeudi 23 Sept à 10 heures du matin sous la présidence du Prof. 
H. G. Zeuthen. Une dépêche du Prof. Mellin de Helsingfors annonce 
que, par suite d'une maladie subite, il ne pouvait venir, et à sa place 
le Prof. LiNDELÔF fut élu vice-président. 

Le Prof. H. von Koch de l'École Polytechnique de Stockholm était 
le premier conférencier du jour et parlait sur: «Les systèmes d'une 
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infinité d'équations linéaires à une infinité d'inconnues>. Puis le Prof. 
SuNDMAN de l'université de Helsingfors fit une conférence d'ordre 
général: «Sur les singularités réelles dans le problème des 3 corps», 
et ensuite le Prof. Bjerknes de l'université de Christiania une con- 
férence d'ordre général: «Sur l'application des mathématiques aux 
questions météorologiques». 

Après un repos de 2 heures, le Congrès reprit ses travaux à 3 heures 
de l'apres-midi, et alors les conférences suivantes d'ordre spécial forent 
faites: 

Le Prof. K. Bohlin de l'université de Stockholm: Sur des développe- 
ments intégrales dans le problème des 3 corps; 
le Prof. C. V. L. Charlier de l'université de Lund: Desiderata mathé- 
matiques dans le calcul moderne des probabilités; 
le Cand. reaL Th. Hesselberg de Christiania: Sur l'emploi de l'équa- 
tion de continuité de l'hydrodynamique dans le but de déterminer 
les mouvements verticaux dans l'atmosphère; 
le Maître de conférences G. Bucht de l'université d'Upsal: Calcul 

des racines des équations métacycliques; 
l'Actuaire A. Palmstrôm de Christiania: Sur des nombres cycliques; 
le Prof. Chr. Juel de l'Ecole Polytechnique de Copenhague: Notes 

sur une surface de rotation non analytique. 
A 7 h. 30 soir, un train spécial conduisit les membres du Congrès, 
les Ministres Hederstierna et Lindstrôm et les représentants diplo- 
matiques du Danemark, de la Finlande et de la Norvège à Djursholm, 
où un banquet fut offert par le Prof Mittaq-Leffler dans sa villa. 
Vendredi 24 Sept le Congrès se réunit à 11 h. matin sous la pré- 
sidence du Prof. E. LiNDELÔF de Helsingfors. Les professeurs Ivar 
Fredholm de l'université de Stockholm et J. Hjelmslev de l'École 
Polytechnique de Copenhague firent les conférences d'ordre général 
du jour, celui-là sur: «Les équations intégrales linéaires», et celui-ci: 
«Sur les principes fondamentaux de la géométrie». 

Après un repos de deux heures, le Congrès reprit ses travaux à 
3 heures de l'après-midi, et voici les conférences d'ordre spécial qui 
alors furent faites: 

Le Prof. C. W. OsEEN de l'université d'Upsal: Une équation différen- 
tielle partielle dans la physique mathématique; 
le ProtE.HoLMGREN de l'université d'Upsal: Sur les systèmes d'équa- 
tions différentielles partielles linéaires à caractéristiques réels; 
le Mtotre de conférences H. Pleijel de l'université d'Upsal: Sur la 
différence du potentiel de deux solutions électroly tiques; 
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le Prof. A. Thue de raniyersite de Christiania: Sur de nouTelles 
propriétéi arithmétiques chez des nombres algébriques appliquées 
aux égalités diophantines; 
le Mag. se. H. Bohb de Copenhague: La sommabilité de la série de 
Dirichlet envisagée tout particulièrement du point de vue de la 
continuation analytique de la fonction représentée par cette série 
en dehors du domaine de convergence de la série; 
le Dr, phiL J, Mollekup de Copenhague: Convergence de séries de 

fonctions orthogonales; 
le Maître de conférences E. Stridsberg de Tuniversité de Stock- 
holm: Contribution à Tétude de propriétés arithmétiques chez 
les intégrales d'équations différentielles algébriques. 
Samedi 25 Sept à 10 h. du matin ^ le Congrès se réunit sous la 
présidence du Prof.BjEKKNES de Christiania. On résolut de commencer 
les actes du jour par l'expédition d'un télégramme de reconnaissance 
à H. A. R. le Prince royal. Le Prof E. Phragmén à Stockholm, qui 
avait mis en demeure de faire une conférence <cSur la théorie des 
fonctions entières d'ordre fini;^, avertit par une dépêche que, se trouvant 
à l'étranger, il ne pourrait arriver à Stockholm que le soir même. 
Les conférences d'ordre général furent faites par le Prof Lindelôf 
de l'université de Helsingfors: «Sur le théorème de Picard dans la théorie 
des fonctions monogèncs;^, et par le Prof Stôrmer de l'université de 
Christiania sur: 4^ Le traitement mathématique du problème d'aurore 
boréale et do tempête» magnétiques». 

Après un ropos do 2 heures, le Congrès reprit ses travaux à 4 h. 

de l'aprèH-niidi, et les conférences suivantes d'ordre spécial furent faites: 

Le Maître do conférences H. v. Zëipel de l'université d'Upsal: Sur 

les perturbations séculaires des comètes; 
le Prof ai^joint J. W. Lindeberg de l'université de Helsingfors: 
Sur la portée de la soi-disant fonction de Weierstrass dans le 
calcul des variations; 
le Stud.mag.N.E.N()RLUND de Copenhague: Equations différentielles 

linéaires; 
le Prof T. N. Thiele de Copenhague: Le calcul d'interpolation 
comme trait dWion entre la mathématique élémentaire et la 
haute mathématique; 
le Prof. K. Wicksell de l'université de Lund: Déduction mathé- 
matique de la rente; 
le Docteur C« Hansen de Copenhague: Sur les singularités de cer- 
taines fonctions analytiques sur le cercle de convergence; 
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le Prof. Vilh.Bjeeknes de Tuniversite de Christiania: Sur une forme 
modifiée des équations de Maxwell; 

le Mdtre de conférences W. Eeman de Tuniversité de Lund: La 
question de la stabilité dans l'hydrodynamique. 

A 8 h. du soir une fête d'adieu eut lieu à Hasselbacken^ et là 
fut lu le télégramme qu'avait envoyé le Prince royal: «Envoie au 
Congrès un salut et un merci cordial». 

La résolution fut prise que le Congrès à Stockholm serait regardé 
comme le premier d^une série de congrès auquels participeraient des 
mathématiciens des 4 pays qui avaient pris part au premier Congrès^ 
et il fut confié au Danemark de prendre l'initiative pour la convo- 
cation du congrès prochain. 

Les conférences d'ordre général^ où chaque conférencier se servait 
de sa langue maternelle^ suivent ici en traduction française faite par 
le conférencier. H n'a pas été jugé à propos d'insérer ici la con- 
férence de M. Stôrmer, puisqu'elle a été publiée ailleurs. 



Conférences d'ordre général. 

Sur les fondements arithmétiques de la théorie des 

fonctions d'après Weierstrass. 

Par 6. Mittag-Lepfler. 

Dans une des nombreuses copies des cours de Weierstrass les- 
quelles , rédigées par des élèves plus ou moins distingués^ circulent 
en Allemagne et ailleurs, j'ai trouvé dans l'introduction d'une con- 
férence faite pendant le trimestre d'été 1886 les mots suivants: 

,,Um ûberhaupt in die mathematischen Wissenschaften einzudringen^ 
ist ja allerdings die Beschâffcigung mit einzelnen Problemen^ die uns 
erst den Umfang und Bestand der Wissenscbaft zeigt, unerla£lich; 
das Endziel aber^ welcbes man stets im Auge bebalten mufi^ besteht 
darin^ daB man ûber die Fundamente der Wissenscbaft ein sicheres 
Urteil zu erlangen sucbe/* 

Il est hors de doute que Weierstrass^ dès sa prise en possession 
de la chair à Berlin en 1856; s'était formé ce jugement sûr quant 
aux fondements de la science mathématique^ et il est aussi bien connu 
que dans ses cours aussi bien que dans les rapports personnels qu'il 
avait constamment avec ses différents élèves il a exposé ses opinions 
là-dessus. Que dès son arrivée à Berlin et à partir de l'année 1841^ 
date qui; selon lui; marque une époque dans sa vie, il avait élaboré 
sa théorie des fonctions, du moins dans ses traits principaux, il l'a 
maintes fois certifié lui-même. Plus tard il j ajoutait des détails, 
il faisait de nouvelles découvertes dont il complétait les anciennes, 
mais ce qui était essentiel et fondamental dans son système restait 
toujours intact. Donc, quand de temps en temps il publiait quel- 
ques fragments de ses ouvrages sur la théorie des fonctions, ils 
étaient déjà bien et depuis longtemps connus par ses conférences ou 
par les communications qu'il en avait faites à ses disciples oralement 
ou par écrit. 

Weierstrass avait cela de commun avec Gauss qu'il méprisait to- 
talement la gloire d'être le premier à avoir fait telle ou telle dé- 
couverte. Il lui suffisait que la vérité fût connue, quelle qu'en 
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fût rétiquette. Quand on appelait son attention sur une recherche 
émanant de lui^ mais qui avait été publiée par un autre^ il expri- 
mait son contentement^ quand l'article répondait aux sévères préten- 
tions qu'il avait sur toute œuvre mathématique, et cela indépendam- 
ment que dans l'article son nom fût mentionné ou non, mais, d'autre 
part, il se plaignait amèrement de tels travaux où il fut cité, mais 
dont le contenu ne le satisfaisait pas. 

Si l'on veut se faire une juste idée de l'influence que Weierstrass 
a exercée sur l'évolution de la science mathématique, non seulement 
en Allemagne, mais aussi dans d'autres pays, il ne faut pas perdre 
de vue ces faits. Il est aussi important de ne pas oublier qu'il 
était une personnalité à tel point qu'aucun véritable mathématicien 
ne pouvait l'approcher sans recevoir des impressions pour la vie. 
Et pendant les longues années de son activité à Berlin, presque tous 
les mathématiciens d'Allemagne et beaucoup de savants d'autres pays 
trouvaient l'occasion de venir en contact personnel avec lui. Sans 
avoir la prétention de vouloir épuiser la liste du célèbre auditoire 
de ses cours, je rapeUe ici quelques noms: Bachmânn, Brill, Bruns, 

BOLTZMANN, BOLZA, BURCHARDT, CaNTOR, ErMAKOFF, EnGEL, 

L. FucHS, Frobenius, Fricke, Fudzisawa, Gegenbauer, Grassbiann, 
GuTZMER, Habiburger, Hensel, Henoch, Hazzidakis, Hettner, 
Henneberg, EEaentzschel, Hurwitz, Husserl, Hôlder, Killing, 
Ejepert, Kônig, Knoblauch, Krause, Kneser, Kôtter, Lampe, 
LuROTH, SoPHus Lie, Landau, v. Lilienthal, Lerch, Lenard, 
Landsberg, Mangoldt, Mertens, Mellin, Mittag-Lepfler, Molk, 
Maggi, Menkowski, Schottkt, Schwarz, Seeliger, Schwering, 
Schrôder, Stickelberger, Simon, Stolz, Schônflies, Somoff, 
ScHUR, Schilling, Schlesinger, Valentin, Wiltheiss, Wassiliev, 
Wallenberg; tous noms dont les porteurs comptent parmi les émi- 
nents adeptes des sciences mathématiques. 

Ce qu'il y a de curieux c'est qu'en Allemagne où la personna- 
lité de Weierstrass s'est fait valoir plus qu'ailleurs, on est presque 
en train de l'oublier. Ce n'est que rarement qu'on trouve son nom 
mentionné et alors presque toujours dans des citations d'ouvrages 
publiés par lui-même. Craindrait-on par hasard que son ombre cour- 
roucée ne revienne du Hadès pour avertir et punir les interprêtes 
médiocres de ses pensées? 11 est vraiment suggestif que l'Académie 
de Berlin, dont Weierstrass était la gloire et l'orgueil pendant plu- 
sieurs périodes décennales, n'ait pas encore, 12 ans après sa mort, 
jugé à propos de publier sa biographie, honneur qu'elle décerne gé- 
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néralement à ses membres illustres et qne^ pour donner un exemple^ 
elle a offert à Jacobi, Lejeune-Dibichlet et Kronecker peu de 
temps après leur décès. 

Prinosheim a relevé que Tannée 1872 est Tannée commune de 
publication pour les ouvrages de Weierstrass, de Cantor, de 
Dedekind^ de Merat sur la base arithmétique de la théorie des 
fonctions et qu'alors parut^ pour la première fois^ une analyse faite 
avec toute la précision mathématique de la notion de nombre irra- 
tionnel. Il fait cependant aussi observer que longtemps auparavant 
Weierstrass avait fait connaître à ses élèves ses idées à ce sujet. 
La publication de la théorie de Weierstrass, en 1872, eut lieu 
sans son autorisation dans un programme du Lycée Werder à Berlin 
et avait pour auteur un de ses élèves, Ernst Eossak. Kossak y 
cite le cours que fit Weierstrass pendant le trimestre d'hiver 
1865 — 1866 sur la théorie des fonctions. 

Appuyé sur Texposé de Eossak, exposé qui n'obtint pourtant nul- 
lement Tapprobation du Maître (Weierstrass m'écrivit à ce sujet 
le 5 Avril 1895: „Sie wissen, wie meine Einleitung in die Funktionen- 
theorie von den Herren Eossae und .... verhunzt worden ist."), 
j'ai élaboré, pendant Tannée universitaire 1876 — 1877, une théorie 
détaillée sur les fondements arithmétiques de la théorie des fonctions, 
et je Tai énoncée dans mes cours publics à Upsal cette même année 
et à Helsingfors Tannée suivante. A quelques écarts d'importance 
secondaire près, ma théorie concordera au fond avec celle qu'à plu- 
sieurs reprises Weierstrass a développée dans ses leçons. 

A trois ou quatre reprises j'ai plus tard pris pour base de mes 
cours concernant la théorie des fonctions, mon susdit travail, où les 
principes de Weierstrass me servaient de point de départ. Je n'ai 
pas eu la faveur d'assister moi-même à un cours de Weierstrass 
sur la théorie des fonctions; et quoique j'aie souvent discuté avec 
lui d'autres questions du domaine de cette théorie, je n'ai malheu- 
reusement jamais eu l'occasion d'aborder avec lui la question des 
fondements arithmétiques de Tanalyse. 

Cependant, comme la conception de Weierstrass me paraît, plus 
ou moins consciemment, avoir constitué la base de toutes les autres 
conceptions relatives à ce sujet, et que, selon moi, elle touche mieux 
et plus directement que toutes les autres, Tesprit même de ce sujet, 
je me permettrai d'en exposer devant cette illustre assemblée de ma- 
thématiciens des pays du Nord, les traits fondamentaux, quand même 
ils peuvent être considérés comme bien connus à tous les mathéma- 
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ticiens suédois, vu que cette matière a été bieu des fois Tobjet de 
cours publics à ITIniversité de Stockholm. 

Ce qui m'engage encore à m'occuper ici de cette matière, c'est le 
grand intérêt dont, pendant ces dernières années, la question des 
premiers fondements de l'analyse mathématique a été embrassée par 
Tanneby, Poincaré, Hilbert, Klein et beaucoup d'autres, intérêt 
qui s'est aussi manifesté dans une nombreuse Uttérature concernant 
ces questions. 

Il me semble que le point de départ des mathématiques comme, 
en e£Fet, de toute pensée, c'est la notion de nombre entier et que, 
par conséquent, toute tentative de donner une définition au nombre 
entier par d'autres notions considérées alors comme étant antérieures, 
est à regarder comme yaine. Si l'on tâche de concevoir comment 
naît la notion de nombre entier, en écartant toutes les déterminations 
accidentelles et provenant de l'expérience externe, je crois que né- 
cessairement on en arrivera à l'idée que le nombre entier est obtenu 
par Texpérience interne en ce sens que dans l'esprit on retient une 
donnée, Vunité, le premier nombre, et puis encore une fois ce même 
objet, procédé par lequel se forme le deuxième nombre, et qu'ensuite 
on continue de la même manière. Je désigne les nombres obtenus 
ainsi par la même unité comme appartenant à la même suite de nom- 
bres, et j'en dis qu'ils ont été formés de la même unité. Ils se suivent 
dans un ordre déterminé, en sorte que de chaque nombre on peut 
indiquer lequel est intérieur, lequel est postérieu/r. Chaque nombre, 
sauf le premier, est immédiatement précédé par un autre, et chaque 
nombre, j compris le premier, est immédiatement suivi par un autre. 
Le processus par lequel se forment les nombres n'a pas de fin; on 
peut toujours le continuer au delà du point où l'on s'est arrêté. 
Tout le monde admet que la pensée est capable de comprendre à la 
fois un groupe de nombres ainsi obtenus, mais ceux qui sont habi- 
tués à limiter leur pensée par l'expérience externe énoncent de temps 
à autre l'opinion qu'il est impossible à la pensée de comprendre à 
la fois tous les nombres, la totalité des nombres. «Il est impossible 
à la pensée de comprendre un espace infini ou un temps infini», voilà 
une doctrine que, pour alléguer un exemple, je retrouve dans un es- 
sai populaire d'un éminent naturaliste Scandinave.^) 

Parmi les mathématiciens modernes, cette façon de voir ne semble 
pas avoir eu d'autre champion que Kroneceer. Cependant Kroneceer 



1) SvÂHTi Abbhshius, MSuniskan infOr yàrldagâtan. 3*^*"* éd., pag. 147. 
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n'a jamais clairement exposé les raisons pourquoi il voulait abolir 
ridée de Tinfini et, d'ailleurs, il s'est constamment servi de cette idée 
dans de nombreux ouvrages, du reste de ses meilleurs. Il est vrai 
qu'il aurait pu se défendre en prétendant que l'infini n'avait pas été 
pour lui une réalité, mais seulement un symbole du fait incontes- 
table que chaque nombre formé comme je l'ai dit possède un pré- 
cédent (sauf le premier) et un suivant. Ce symbolisme serait alors 
de la même nature que celui dont on se servait à l'époque où l'on 
ne reconnut pas la réalité des nombres complexes et, avant cela, des 
nombres négatifs, en les considérant comme rien d'autre que des sym- 
boles pour des relations existant entre des nombres positifs. Mais 
dans ce cas l'idée prononcée par Kronegeeb aboutit au plus com- 
plet formalisme et ne résulte que dans une querelle de mots. 

n est clair, de mon avis, que dès la première éclosion de la pensée, 
aussi bien qu'on est en possession du nombre, on l'est également 
de l'infini, lequel, délivré de tous les accessoires n'est que l'objet de 
la pensée qui constitue l'ensemble de tous les nombres. Je crois 
aussi que par tout autre essai d^établir la notion de l'infini, par exemple 
en appliquant la méthode déductive que Dedekind a élaborée avec 
tant de finesse, on en viendra au point, si l'on examine minu- 
tieusement toutes les prémisses, qu'en réalité on était parti de cette 
notion de l'infini, qui était donnée dès le début. 

Les notions d^égalité et âHnegalité existant entre les nombres sont 
obtenues par définition. Les nombres ne sont égaux que dans le 
cas où ils sont les mêmes. Dans tous les autres cas ils sont inégaux. 

Nous avons établi l'unité comme un quelque chose, un objet quel- 
conque. Si l'on n'y attache pas d'autre détermination que d'être, 
lors de la formation du nombre, ce qu'on retient dans l'esprit, l'unité 
est désignée par ww, le nombre suivant par deux etc., et je veux ap- 
peler ces nombres dont l'unité est un, des nombres absolus. La notion 
àanfériewr et de supérieur n'est pas pour des nombres pareils une 
notion d'à priori qui s'attache à toutes les grandeurs en général, mais 
elle s'obtient par définition de telle manière que de deux nombres 
absolus inégaux, le nombre antérieur est désigné comme inférieur, 
le nombre postérieur comme supérieur. 

Le théorème qu'il n'y a pas de nombre qui ne soit suivi d'un 
autre, obtiendra donc, d'après cette conception des nombres absolus, 
la teneur suivante: <âl n'y a pas de nombre qui soit supérieur à tous 
les autres.» 

De la notion de nombre entier, laquelle, selon moi, est antérieure 
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et fondamentale; on arrive directement à celle du dénombrement 
d'nne multitude d'objets. Supposons une collection donnée d'objets. 
Retirer de cette collection un objet et y attribuer le nombre un; 
retirer encore une fois un objet et y attribuer le nombre deux, puis 
toujours un objet qui aura le nombre trois et continuer ensuite ce 
procédé. Si, de cette manière^ on arrive enfin à un dernier nombre m, 
m représente le résultat du dénombrement, le nombre qui indique 
combien d'objets sont contenus dans la collection donnée. Cette notion 
se désigne en suédois par le mot «antal», en allemand par le mot 
cAnzahl», mais en français il parait qu'il n'existe pas un mot synonyme. 
Cest la faculté de la pensée de retenir deux objets ioints l'un à 
l'autre qui rend possible la détermination de ce nLbr; m. Or, la 
question se pose: Est-ce que ce nombre m d'objets contenus dans 
la collection donnée reste toujours le même indépendamment de l'ordre 
par lequel les objets sont attribués aux nombres 1 km, on, en d'autres 
termes, est-ce que ce nombre est un invariant de la collection donnée 
d'objets? Qu'il en est ainsi ressortira par le raisonnement suivant: 

On admet a priori que si deux objets changent; de place de telle 
manière que l'objet a, qui avait été attribué au nombre p, prenne 
la place de l'objet b, qui avait été attribué au nombre q, de sorte 
que b soit attribué à jp et a soit attribué à q, le nombre m reste 
toujours le même. Puis on retire de la collection donnée d'objets 
n < m objets. S'il est vrai que le nombre m ne varie pas, quel que 
soit l'ordre dans lequel on dénombre ces n objets, ce nombre restera 
aussi, en raison du susdit axiome, invariable, si l'on en retire encore 
un objet. Or, comme le théorème est valable pour w =» 2, il le 
sera également pour w = 3, puis pour w == 4 et enfin pour w = m. 

Nous rencontrons ici pour la première fois un syllogisme qui a 
été dénommé celui du principe d'induction complète, soit le syllogisme 
de n à n + 1. Ce syllogisme ou cette méthode de démonstration 
est la suivante: On démontre que, si un théorème est valable pour 
un nombre quelconque n, il l'est aussi pour le nombre suivant w+ 1. 
Or, si le théorème est valable pour un certain nombre donné n, 
dans notre cas le nombre 2, il est aussi valable pour le nombre 
n + 1, de même pour le nombre suivant, puis pour celui qui vient 
après et ainsi de suite, ou, en somme, pour tous les nombres qui 
sont postérieurs au nombre donné. 

PomCABÉ, aussi bien que d'autres auteurs, a souligné que le syl- 
logisme de n à n -|- 1 constitue un des principaux modes de démon- 
stration, peut-être même le principal^ de la Mathématique. 



16 G^ Mittag-LefPer: 



Dénombrer ou compter une multitude domiée d'objets donnés^ c'est 
une faculté qui est propre à l'homme sans probablement l'être aux 
animaux. Si compter n'était autre chose que de comprendre dans 
l'esprit certains objets sans leur attribuer en même temps une série 
de nombres^ cette faculté ne serait pas exclusivement humaine. L'oie 
même compte sans doute ses petits de cette manière. Chez les peuples 
primitifs^ qui ne sont pas du tout ou imparfaitement capables d'in- 
diquer le nombre d'individus d'un grand troupeau^ on prétend avoir 
constaté la faculté de compter de cette manière, de sorte qu'il ne 
leur faut qu'un moment d'attention pour indiquer combien d'individus 
manquent dans le troupeau, pourvu que, toutefois, ce nombre ne soit 
pas trop grand. 

A défaut de cette faculté de la pensée de faire correspondre 
un objet à un autre, c'est-à-dire compter, la Mathématique n'exi- 
sterait pas. C'est de cetie faculté qu'a jailli la science mathé- 
matique. 

Nous avons vu que chaque nombre est immédiatement suivi par un 
autre et qu'également chaque nombre, excepté le premier, est im- 
médiatement précédé par un autre. Or, si à partir d'un certain nombre 
donné on parcourt la série des termes en sens inverse, de sorte que 
l'on donne le nombre un à notre nombre donné, le nombre deux à 
celui qui le précède etc., ou, autrement exprimé, si l'on compte en 
arrière, on arrive toujours à une fin et obtient le même nombre, comme 
si l'on avait compté en avant, soit du premier nombre jusqu'au dernier. 
C'est là une conséquence immédiate de ce que le nombre (qui indique 
le résultat du dénombrement d'une multitude) d'objets donné est un 
invariant. Une fois en possession de l'idée de nombre entier, on 
arrive directement et par définition à l'idée de la somme de deux 
nombres. Cette idée se détermine ainsi que la somme de deux nombres 
devienne un nombre nouveau, lequel s'obtient, si l'on continue la ré- 
pétition de l'unité qui a eu lieu, lors de la formation du premier 
nombre, autant de fois que le nombre de répétitions qui étaient né- 
cessaires pour former le deuxième nombre. Poincaré a relevé que 
cette définition de somme, quoique formellement se présentant comme 
une seule définition est, en réalité, une «cascade» illimitée de dé- 
finitions, une définition pour chaque combinaison de nombres. Dans 
ce mode de définition qui nous rencontre déjà et qui va apparaître 
constamment dans la suite, se retrouve l'explication pourquoi la 
science mathématique, pendant sa marche ininterrompue, conquiert tou- 
jours de nouveaux domaines. 
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Après la définition de somme^ on obtient par le simple emploi 
du syllogisme de n à n + 1 les deux théorèmes principaux: 

a + (6 + c) = (a + 6) + c, soit le théorème d'association, 

et 

a -{-&»&-{- a; soit le théorème de commutation. 

Ensuite on obtient le théorème: 

«Si deux nombres sont donnés , il y a toujours dans le même 
système un troisième nombre univoquement donné tel que la somme 
du nombre antérieur des deux nombres donnés et le troisième égale 
le nombre postérieur», ou algébriquement exprimé, «si a et & sont 
donnés et si a est antérieur à 6, il existe toujours un nombre uni- 
voquement donné x tel que a + ^ =» 6». 

Je ne veux plus m'arrêter à la théorie des sommes ni à celle des 
produits ou de la division, je me contente d'indiquer que a étant 
un nombre donné dans un certain système et n un nombre absolu, 
le produit de a et w ou le multiple w^*™^ de a signifie la somme de 
n nombres a et s'écrit a • n. 

Algébriquement parler, c'est le problème de maintenir l'égalité 
X -n^h (même dans le cas où 6 n'est pas le produit d'un nombre 
a et un nombre absolu n) qui a forcément amené la première ex- 
tension de l'idée de nombre. Cette extension s'obtient, si nous attri- 
buons à l'unité du système des nombres la propriété, «quelque valeur 
que nous donnions à un nombre absolu w, d'être le multiple w^^™® 
d'une autre unité univoquement donnée avec le nombre w», ou en 
d'autres termes, que «l'unité du système constamment et indépendamment 
du choix de w, est divisible et divisible d'une seule manière, en n 
parties équivalentes». 

A chaque égalité d'un système de nombres, dont l'unité est c, on 
pourra, quel que soit le nombre absolu w, remplacer l'unité e par le 
multiple n**"'® de la partie w^*"*® de e. D'autre part, le multiple w^^°^® 
de la partie n**°»« de e peut se remplacer par e. Ces prémisses données, 
on démontre que chaque partie de e est à son tour divisible en 
n'importe quel nombre indiqué dé parties. 

Notre système de nombres, qui auparavant ne comprenait que les 
nombres entiers, s'étend de cette manière à venir à comprendre même 
chaque multiple d'une partie quelconque de l'unité du système. L'unité 
Am dans le système des nombres absolus reçoit, en dehors de la dé- 
termination d'être l'objet qu'on retient lors de la formation du nombre, 
aussi la détermination d'être divisible, et ce sont les nombres formés 
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par un et ses parties^ voir les nombres rationnels^ qui constitueront 
désormais le système des nombres absolus. 

Par la détermination de divisibilité attribuée à l'unité d'un système 
de nombres^ on a obtenu que l'égalité x - n^h, laquelle provoquait 
l'introduction de l'idée de divisibilité; reçoit toujours unC; mais aussi 
rien qu'une seule solution. Algébriquement parler^ c'est le problème 
de résoudre l'équation x ' x ^ Ay où A n'est pas un nombre carré 
(ou bien d'autres problèmes analogues) qui a amené l'extension con- 
sécutive de l'idée de nombre. Or, cette extension se présente im- 
médiatement après l'amplification des nombres entiers jusqu'à com- 
prendre les nombres rationnels. 

Faisons d'abord la remarque suivante. Vu qu'il existe toujours 
entre deux nombres rationnels donnés, si rapprochés qu'ils soient 
l'un de l'autre, plus de nombres rationnels que chaque nombre donné, 
il paraît de prime abord que l'idée de l'infini a dû subir une ex- 
tension importante par l'introduction de ces nombres nouveaux. Mais 
il n'en est rien. Nous avons déjà parlé de la faculté de la pensée 
de coordiner deux objets, et par là nous avons acquis l'explication 
de la notion de dénombrement. Mais aussi bien que nous sommes 
susceptibles d'imaginer un objet donné, soit un nombre rationel a, 
attribué à chacun des nombres 1, 2, .... m et puis de concevoir l'en- 
semble de ces nombres a comme un nouvel objet, aussi bien nous 
pouvons imaginer qu'à chaque nombre v correspond un certain nombre 
déterminé a, et, de même que la collection de tous les nombres en- 
tiers 1, 2, 3 .... m est pour nous une chose claire et déterminée, de 
même l'ensemble de tous les a devient un objet nouveau qui est 
parfaitement déterminé, pourvu qu'il en soit ainsi de chaque a in- 
dividuel. Or, on peut facilement montrer que tous les nombres ra- 
tionnels peuvent être disposés de manière qu'à chaque nombre entier 
V corresponde, d'une manière univoque, un nombre rationnel a et 
inversement qu'à chaque a corresponde un seul nombre entier v. 

Mais si l'idée de l'infini n'a pas subi d'extension par la généra- 
lisation du nombre entier au nombre rationnel, cette extension du 
monde des nombres a rendu possible l'introduction de nombres qui 
résolvent l'équation x * x=^ A nombres soit -disant irrationnels, et 
cette introduction a, en même temps, amené la juste interprétation 
de ces nombres. 

Désignons par (a) une collection de nombres rationnels différents 
l'un de l'autre soumis à la seule condition que la somme d'un nombre 
quelconque d'eux soit toujours inférieure à un certain nombre donné. 
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Qn^un tel choix des a soit toujours possible se Toit par exemple en 
admettant que (a) soit l'ensemble des nombres — ; 1/ — 1,2,3... 

Voyons maintenant à quelles lois doivent être soumis les groupes 
(a) pour qu'ils obtiennent eux-mêmes le caractère de nombres. Nous 
disons pour simplifier notre manière de nous exprimer qu'un nombre 
dans le sens que nous avons déjà donné au mot, c'est-à-dire im 
nombre rationnel est «contenu» dans le groupe (a), si de (a) on peut 
retirer un tel nombre de nombres a que leur somme soit supérieure 
au nombre en question. Nous considérerons alors seulement de tels 
groupes (a) dont il est valable «qu'un nombre rationnel existe qui 
n'est contenu dans (a)>. La notion d'égalité entre deux nombres (a) 
et (&) se définit maintenant ainsi, que (a) égale (6), (a) = (&), si tout 
nombre rationnel contenu dans (a) est aussi contenu dans (b) et si 
de même tout nombre rationnel contenu dans (h) et aussi contenu 
dans (a). Par contre (a) est inférieur à (&), étant supérieur, (a) < (6), 
s'il existe un nombre qui soit contenu dans (h) sans être contenu 
dans (a). 

Que, par exemple, ( — ) = 1, on le voit immédiatement et que, 

V s 1, s, s . . . 

d'autre part, chaque (a) n'égale pas un nombre rationnel et que par 
l'introduction de (a) comme nombre, on obtient une extension du 
système des nombres rationnels, on le comprend aisément en mettant 

pour les a les différents nombres ^ ^ . ; 1/ —» 1, 2, 3 . . . Mais cela 

* 1 • 2 • 3... V ' ' ' 

ne suffît pas de beaucoup près. «Car si J. et J? représentent deux 
nombres rationnels dont J. < JB et qui sont aussi rapprochés qu'on 
voudra, en peut toujours former un (a) tel que J. < (a) < J5, et qui 
ne soit égal à aucun nombre rationnel. La preuve de ce théorème 
se trouve renfermée dans un mode de démonstration qui est fonda- 
mental pour Weierstrass et qu'il a rendu fécond en plusieurs sens. 

Je me propose donc, en me rapportant à Weierstrass, d'exposer 
ici cette démonstration et alors pour la proposition suivante: 

«Chaque (a) qui ne contient pas le nombre un, peut toujours, m 
étant un nombre entier donné supérieur à un, se représenter et à!xme 

manière unique sous la forme ( — ); v=»l, 2, 3...; où les \ sont 
des nombres entiers inférieurs à m. Il peut alors arriver qu'à cer- 

tains nombres v un ^ correspondant n'apparaisse pas dans ftV 

w" \m/ 

2* 
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mais cela n'est pourtant jamais le cas pour tous les v dépassant un 
certain nombre donné. 

Former la série —,—5,-5... Il existe un premier nombre — j , 

lequel est contenu dans (ez). A m^ correspond d'autre part un nombre 

entier n^ < m^ tel que — soit contenu dans (a), mais que cela ne 

m 

n^i + 1 

soit pas le cas de ^— . 

m 

On a donc 

m 
Or, comme —ï:^ , "iiTâ • • • sont tous contenus dans (a), on obtient 
une suite illimitée d'inégalités: 

-;-<(a)<^^; %<m-', fi-A, A + 1, A + 2... 



U s'ensuit 



mn m • n -|- **' 



Ti- < («) < 



par conséquent: 

et 

ou 



/U + 1 ^* \ / ^^ 11 + 1 



-''.:i<(a)<î^<- 

14+1 N '^ — • U + 1 



m'n^<n^^^+ 1 

w^^w^+i.<^^-w^ + m-.l. 
L'égalité w • w == n ^^ ne peut exister pour tous les /Lt supérieurs à 



m 



n. 



un certain ft, car en tel cas (a) qui contient -~ , quelque grand que nous 



m^ 



choisissons u' ne poiirrait contenir un nombre -fxr'o où m^'-w^<w^.^,. 
Comme, d'autre part, par une augmentation suffisante de fi', le 
nombre ^^^/ peut être réduit au-dessous de toute limite et que ^l' 

TU 

peut toujours être choisi de manière que 

Af j ^ __. ^ j * __ M ' 
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n. 



soit contenu dans (a), il y a toujours des nombres ^^V*', {vn^ ' ' %'^%+u') 
lesquels sont contenus dans (a). Nous n'avons maintenant qu'à mettre: 

h = % 

% + l— ^-^A^+'^/u + i; /* — '^; ^ + 1; A + 2... 

OÙ dans la série \,h2 . . .h^... font défaut les nombres \, h^,., h^_^ 
aussi bien que tous les nombres A^+i, où w^+i=w-m^. 
Or, il est facile de montrer que 



«-0)- 



Soit — un nombre fractionnaire qui est contenu dans (a). Alors 



on peut toujours choisir /i assez grand pour que — - < — et qu'en 

m^ 9. 

même temps — H — - soit contenu dans (a). 
On aura donc 

2 m^ m' 

d'où suit 

et que par conséquent — est contenu dans (— 7)- 

Si, d'autre part, — est contenu dans (— ^) on peut toujours choisir 
Il assez grand pour que — <,—j[ -\ — y+T + • • • H — ^ ^ "7: ®* q^®; 



m" m' ' ~ m^ m^ 



par conséquent, — soit contenu dans (a). 

Le théorème dont nous venons de parler, «qu'il y a toujours entre 
deux nombres rationnels J. et JB un nombre (a) qui ne soit pas ra- 
tionnel», s'obtient immédiatement par l'application de la susdite méthode 
de Weierstrass. Considérons l'ensemble des nombres rationnels 
attribués, d'une manière univoque, à la série de nombres 1, 2, 3, . . . v . . ., 
en sorte qu'à chaque nombre v corresponde un seul nombre rationnel, 
soit a^, et qu'inversement à chaque nombre rationnel a ne corresponde 
qu'un nombre v. Soient -4 et J5, où J. < B, deux nombres ration- 
nels aussi rapprochés qu'on voudra. Comprenons par a^ le premier 
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des nombres qui appartienne à l'interyalle [A <CB] et ota, par consé- 
quent^ ^1^1^- Divisons ensuite cet interralle en m parties égales: 

[A<A + l^{B-A)], [A + liB-A)<A + liB-A)]... 

[A + '^^iB-AXB]. 

Si m est un nombre entier supérieur à 2, il y a toujours un 
premier intervalle: 

[a + '^{B-A)<A + ''-^{B-A)] 

qui ne comprenne pas a^ et, par conséquent, non plus a^, a^ . . . a^. 
Entendons maintenant par a^ le premier de nos nombres appar- 
tenant à cet intervalle et où, par conséquent, 0^> ©j, et divisons 
ensuite l'intervalle en m parties égales. Il y a forcément parmi ces 
intervalles un premier intervalle: 

[A + ^,(B-A)<A + *^{B-AJ]; m.n,£n,£m-n, + m-l 
qui ne comprenne pas a^ et, par conséquent, non plus «lOj . . • »g o^ . ^ 

• • • Vif jsk • 

Continuons de cette manière, et nous arrivons à l'intervalle: 

qui ne contient aucun des nombres a^a^ , , , a^ . Nous entendons 

alors par a^ le premier nombre a^ qui ne soit contenu dans 

ce dernier intervalle. 

La question se pose maintenant: peut-il arriver qu'on ait constamment 

depuis un ft donné, soit ft — >L, une des deux égalités w^+i = w • w^ ou 

n ♦*// H" ^/ 

w ^i=»m«w +m— 1? Dans ce cas JL H — ^(B—A)o\xA'\ — ^^—-—{B—A) 

resterait toujours le même nombre, mettons (7, et ce nombre (/appartien- 
drait à tous les intervalles \a^-\{B-A)<A-^ -''4^(5- ^)1 

où ft ^ X. Mais le nombre G est un des nombres a^ et puis on a 
encore v ^ ®^, 

Aucun des nombres a^, (ii-^-^d^ n'est pourtant compris dans 
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A + -^iB-A)<A+ ^-J (B- A) \. Le nombre C 
n'appartient donc à aucun intervalle 

\A + ^(B-A)<A + '^{B-A)\oiX(L-^9,. 

L n* w J 

Donc — ^ > -4: aiissitôt que ft ^ ®y. 

n ne nous reste à présent qu^à mettre avec Weieestbass 

nj =« Al ^ m — 1 

%+1-^'% + ^ti+ù A^+i<w-l5 ft-1, 2, 3 ; 

et former le nombre \-^)f dans lequel font défaut les quotients 

où w«+i = ^'W^7 ïï^^îs où il ne peut arriver que tous les -^ à partir 
d'un 1/ déterminé n'apparaissent. 

Le nombre A + (-^j{B — Ay) contient donc ou est supérieur 

n 
à tous les nombres A H — ^(B — A), quelque grand qu'on choisisse ft. 

Ht 

D'autre part et puisque^ si l'on choisit le nombre ^' suffisamment 
grand^ il existe toujours un nombre ]i <C fi' tel que 
h ^, h ^ h 



m^ 



ti + >_+» + jt±£L < V}^ili\ + 1 + . . . + -±J\ L_ 



1- ^ 



m — 1 m^ ^^ 1 ^ _1 1 

m 

on aura: 

n + 1 



m^ 



et par conséquent 

Le nombre -4. + ( — ) (B— -4) ne peut non plus être égal à aucun 
des nombres rationnels a^, car, si Ton choisit [i^v, tous les a^, 

1) On comprend par là un gronpe (a) composé du nombre A ainsi que des 

h 
nombres — (B — A); y =* 1, 2, 8 . . . 
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«2 a^ et, par conséquent, a^, a, a^ se trouvent à Vextérieur 

de Fintervalle: 

n +1 



Nous sommes donc parvenus à former un groupe A + i-^\{B — A)y 

lequel est intermédiaire entre ^ et j5 et qui n'est égal à aucun 
nombre rationnel 

Notre démonstration peut être répétée mot par mot, si, au lieu 
des nombres a^, on introduit des groupes (o)^ et on obtient alors 
le célèbre théorème de Cantor, une des pierres angulaires de sa 
création: la théorie des ensembles, savoir «que (a)^ étant des groupes 
quelconques attribués d'une manière univoque aux nombres v = 1, 
2, 3 . . . on peut toujours former un groupe nouveau (a) qui n'est 
égal à aucun des groupes (a)^». 

Une autre modification du raisonnement de Weierstrass conduit 
au théorème, lequel constitue le point de départ même de la théorie 
des ensembles, théorème qui, pour la première fois, a été exactement 
formulé et démontré par lui. «Si entre A ti By A étant < JB, il 
existe plus de groupes (a) inégaux entre eux qu'un nombre donné 
quelconque, il y a toujours au moins un groupe appartenant à 
l'intervalle [A < B] et lequel est un point limite des groupes (a)». 

Par im point limite s'entend alors un groupe tel que, s'il est ren- 
fermé entre deux limites susceptibles d'être aussi rapprochées qu'on 
voudra, il y a toujours entre elles un nombre de (a) plus grand que 
tout nombre qu'on ne peut indiquer. 

Voici comment s'obtient l'expression arithmétique de ce point limite: 
Diviser comme auparavant l'intervalle [A<B\ en m parties égales • 

[a<A + 1{B-A)\, [a + ^{B-A)<A + 1{B-A)]... 



[A + ^(B-A)<B]. 

Il y a parmi ces intervalles un premier 

[A^^iB-AXA + '^iB-A)]; 

qui comprend plus de (a) que n'importe quel nombre indiqué. 

Si nous divisons encore cet intervalle en m parties, il y a de même 
entre ces intervalles nouveaux un premier intervalle: 
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lequel comprend plus de (a) que n'importe quel nombre indiqué. 

En procédant de la même manière, nous obtenons une série d'inter- 
yalles 

w • n^ ^ n^^i ^ m • n^ + m — 1 ; /i = 1, 2, 3 . . . 

tels que chaque intervalle postérieur constitue une partie de Tinter- 
valle antérieur et qui tous comprennent plus de (a) que n'importe 
quel nombre indiqué. 

Le nombre A + (-^j{B—A\ où w^^j '^^^'% + f^fi+v ^^^ compris 

dans tous ces intervalles. Gomme ceux-ci, par l'augmentation du 

nombre |t, peuvent être diminués au-dessous de chaque limite, notre 

proposition se trouve par là démontrée. 

A rencontre de ce qui avait lieu, lors de l'emploi précédent des 

syllogismes de Weierstrass, il peut arriver ici que, dans le groupe 

^- . K 

, toutes les fractions — fassent défaut à partir d'un certain v. 



\ ' V 

m m 



Les nombres rationnels pouvant toujours être rangés de manière 
que chacun de ces nombres corresponde, d'une manière imivoque, à 
un certain nombre entier v, et vice versa, on voit, par exclusion, 
que le même cas a lieu pour les nombres a qui forment un groupe 
(a). La définition de Weierstrass d'un tel groupe que nous écri- 
vons maintenant (aj peut immédiatement être convertie à ce que 
(a^) soit toujours et seulement un groupe, si à chaque nombre rationnel d, 
quelque petit qu'il soit, correspond un nombre entier positif n assez 

grand pour que la somme ^a^, quel que soit le nombre entier p, 



v = n 



soit, toujours inférieure à S. 

Le critère pour que les groupes (a^) et (6J soient égaux entre 
eux peut aussi être transformé de telle manière que cette égalité a 
lieu toujours et uniquement dans le cas où, quelque petit qu'on choi- 
sisse le nombre ô, il existe un nombre entier correspondant n suffi- 
samment grand pour que la différence entre le plus grand et le plus 



n 



petit des nombres ^a^ et ^h^ soit inférieur à d, pourvu que n 
soit supérieur à n. 
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En se rapportant à ces deux propositions, on obtient l'idée de 
limite. Soit u,; 1/ » 1, 2, 3 ... ; une série de nombres rationnels, dont 
le postérieur est plus petit que l'antérieur, et dont on admet en outre 
que, si Ton fixe d aussi petit qu^on voudra, il 7 a toujours un nombre 
n assez grand pour que la différence entre deux nombres u,, v étant 
égal ou supérieur à n soit inférieure à d. H résulte de cette définition 
que (Wy+i — Wy)^) — je garde mon ancien mode de désignation — est 
un groupe; ce groupe se dit la limite des nombres u, et s'écrit limu,. 

yssoo 

Nous avons vu que les notions S! égalité, de plus grand et de plus 
petit peuvent s'élargir jusqu'à comprendre aussi les groupes (a^). Il 
en est de même des notions de somme j de différencBy de produit et 
de divisibilité^ et on voit que les mêmes lois qui régissent les nom- 
bres rationnels peuvent, sans modification, s'appliquer également aux 
groupes (aj. En effectuant cette déduction, il vaut cependant mieux 
prendre pour point de départ les expressions limite, limu^, que les 
groupes (aj, vu que ce procédé amène l'avantage que toutes les con- 
clusions peuvent s'appliquer au cas général où les nombres a, sont 
des nombres réels ou complexes. 

Les groupes (a^) possédant de la manière indiquée les mêmes pro- 
priétés que les nombres rationnels on va les introduire dorénavant 
comme nombres, et le monde des nombres embrassera alors à partir 
d'ici l'ensemble des groupes (a^). Le théorème de Cantor nous montre 
que l'idée primitive de l'infini a subi en même temps l'amplification 
essentielle, celle de passer de la suite ininterrompue des nombres 
entiers 1, 2, 3 . . . au continu. 

Les lois sur les opérations relatives aux (aj une fois établies, on 
peut poser la question si le système des nombres s'étend encore 
davantage au cas que pour a^ on introduise, au lieu de nombres 
rationnels, des nombres généraux de l'espèce que nous avons définis 
ci-dessus. Il se montre alors tout de suite que la déduction, par 

laquelle nous avons changé (a J en ( -^ 1 est valable, sans modification, 

même pour le cas où a^ sont des nombres généraux et que, par con- 
séquent, une extension ultérieure du système n'est pas à obtenir par ^ 
cette voie. 

Il nous reste maintenant à montrer comment se présente la théorie 
des nombres négatifs et complexes dans le système de Weierstrass. 



1) Si u^^^:=u^^ aucun nombre a^ n'est attribué à Tindice v. 
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Traduit en langue algébriqae, le problème de maintenir le théorème 
que cl'égaUté a + a? - 6 

possède toujours une solution uniyoque>; même quand a est postérieur 
à bj constitue la cause de l'introduction des nombres négatifs. 
Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des nombres formés d'une 
seule et même unité. Rien ne s'oppose cependant à introduire des 
nombres qui constituent un ensemble de nombres formés d'unités 
différentes^ entre lesquelles on peut postuler une certaine relation. 
C'est par cette voie que la solution de notre problème était obtenue, 
même si, à l'apparence, une autre voie était suivie. 

Introduisons des nombres formés de deux unités e et e^ et 
désignons ces nombres par a + b onb + aj oUa appartient au système 
^ & au système c^, ou bien autrement exprimé 6 • a + ^r oc^ ou e^ • o^ + c- a, 
a et cc^ étant tous les deux des nombres absolus. 

Par la somme de deux nombres 6 • a + e^ • a^ et ^ • jS + ^i • /îi nous 
deyons évidemment entendre le nombre ^ • (a + /S) + 6^ • (a^ + /îj), et 
par le produit d'un tel nombre e • a + e^' a^ et un nombre absolu 
/S ou (a • a + e^ • «i)/?, nous devons entendre le nombre e-a- p + e^-a^-p. 

Faisons: a^e>a + e,^a, 

b^e-p + e^'P^ 

a; — e • I + «1 • Il . 
Nous demandons à x que la somme des nombres x et a soit le même 
nombre que b ou que 

e • a + 6i • «1 + 6 • I + «1 • Il = e • /3 + 6i • /3i 

ou bien que 

c (a + I) + «1 («1 + 11) = e . /3 + 6i . /3i. 

Si a < /S et «i < /S^ , il existe toujours, nous l'avons vu, deux nombres 
absolus univoquement donnés | et 1^ qui satisfont à cette égalité. 

Si, par contre, a > /î ou a^ > /S^, il n'existe pas de tels nombres, 
tant que les unités e et e^ soient indépendantes l'une de l'autre. 

Si, au contraire, on donne à, e et e^ une relation telle que la somme 
d'un nombre t et du nombre {e + e^) - ft, le nombre absolu /i étant 
n'importe lequel, désigne toujours le même nombre que f, on obtient: 

e ' p + e^ ' Pi ^ e ' p + e^ ' p^ + (e + Cl) fi ^ e- p + e^' Pi + 6' ^ + e^' ^ 

-e(p + ii) + e, (p, + fi), 

et alors notre problème se réduit, dans le cas que a>/3 ou cui>/3i, 
à la détermination de | et de 1^ de telle manière que6(a+|)+ei(ai + li) 
^e(p + (i) + e,(p, + fi). 
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Si Ton introduit pour ft le plus petit nombre pour lequel simul- 
tanément a^^ + ^; «i^^i + ft 

les deux nombres | et l^ seront univoquement déterminés. 

Quant au système de nombres formé des deux unités e et e^ les 
deux théorèmes que voici sont valables: 

Théorème 1, «Deux nombres 

e ' a + e^' a^ et « • /S + ^i • ft sont égaux, 
e • a + ^1 • «1 = e • j3 + «1 • /Si, 
toujours et univoquement quand 

Alors la première égalité comprend aussi le cas dans lequel le se- 
cond membre ou le premier membre, ou bien les deux ne sont for- 
més que d'une unité. Les seuls nombres qui sont contenus dans la 
première égalité, le sont aussi dans la seconde.» 

Théorème 2. «Le nombre e'fi + e^-^y indépendamment de la valeur 
de (i, reste toujours le même nombre et ne peut jamais égaler ni un nombre 
e ' Ky ni un nombre e^ • a^, ni un nombre e * a + e^- a^, où a ^ a^.» 

Il est aussi acquis: 

«Que tous les nombres autres que e ' ^ + e^ ' ^ peuvent toujours 
être réduits soit à la forme e - a, soit à la forme e^ • «i.» 

Si a et a^ représentent le même nombre absolu, nous disons que 
e ' a et e^' a^ sont des nombres opposés. 

Il nous reste à établir ce qu'on doit comprendre par le produit 
de deux nombres dans notre système e, e^. Ce produit doit évidem- 
ment se définir de manière à devenir un nombre dans le même 
système. L'égalité a-h^^h-a, laquelle est valable quand a et 6 sont 
des nombres absolus, doit, si possible, aussi être maintenue. Nous 
devons donc définir le produit de deux unités, à savoir 

e ' e^=^ e^ ' e^ e ' m + e^^- m^ 

où l, l^, m, %, iiy n^ représentent des nombres absolus. En outre, 
le produit de 

a = e ' a + e^ ' cc^ et 6 == ^ • /î + ^ • /3i, ou bien 

a 'b =- (e- a + e^ ' a^) (e- p + e^' Pi) 

doit évidemment être: 
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Par surcroît le produit doit toujours être le même nombre, sous 
quelque forme qu'apparaissent les nombres a et b. Par là la condi- 
tion est imposée aux nombres l\mm^nn^ que, indépendamment 
du choix des nombres ft et v et aussi dans le cas où font défaut 
l'un d'eux, 

(e • (a + ^) + e^ («1 + fi)) (6 . (/î + T/) + 6i (/3 + v)) 

La condition nécessaire et suffisante pour que cette égalité ait 

lieu, c'est que 

ï + w = ïj + Wi 

Nous avons donc obtenu le théorème: 

«La condition nécessaire et suffisante, pour que le produit de deux 
nombres dans le système e e^, indépendamment de la forme sous la- 
quelle appai*aissent les nombres, soit toujours un même nombre dans 
le système, s'exprime par les égalités que voici: 

e • e = e • Z + ^1 • ^1 = ^ • % + ^1 • w 
e • Cj = 6i • 6 = 6 • m + ^1 ; m^ 

Les nombres C'C et e^ • 6^ sont donc le même nombre et le nombre 
e ' e^ = e^ ' e est le nombre opposé à ce nombre». 

Dans le système absolu des nombres ou quand 6^1, nous avons 
montré que le produit de e par un autre nombre était toujours le 
même que ce dernier. Or, si dans le système e e^ nous attribuons 
la même propriété à e, nous obtenons: 

6-6 = 6 

e ' e^ ^= e^ ' e ^^ e^ 

Par ce procédé nous sommes parvenus au système de nombres réels 
composés des nombres positifs e • a^ des nombres négatifs e^ • a^ et 
de zéro, soit le nombre 6 • ft + 6^ • ^j . 

Il résulte immédiatement qu'un nombre du système e e^ multiplié 
par zéro devienne toujours zéro, et que le quotient de deux nombres 
dont le dénominateur n'est pas zéro, soit univoquement déterminé. 

On voit également comment toutes les définitions et tous les théo- 
rèmes qui, auparavant, ne s'appliquaient qu'aux nombres formés 
de Tunité un et de ses parties, peuvent se maintenir aussi pour les 



30 G' MUtag-Leffler: 



nombres formés de l'anité «m, de son unité opposée et des parties 
de ces unités. 

Pour les nombres (a^), cela se comprend le plus facilement, si 
Ton part du principe que nous avons indiqué page 10. 

Gomme la théorie de Wëierstbass relative aux nombres complexes 
est suffisamment connue par son ouvrage: ;^ur Théorie der aus n 
Haupteinheiten gebildeten complexen Grôfien"^), je n'ai aucune raison 
de m'en occuper ici. 

De plein accord avec Weierstrass on pourrait cependant arriver, 
par une autre voie, aux nombres complexes. Au lieu de nombres 
formés de deux imités opposées, on pourrait introduire des nombres 
formés de trois unités e e^e^ ayant une relation entre elles telle que 
la somme d'un nombre a et le nombre ^•ft4 ^-ft+^g-ft^C^+^H-^)/* 
soit toujours le même nombre, et on pourrait ensuite, en imposant 
à ces unités la condition que la division dans un tel système soit 
toujours possible, et d'une seule manière ramener l'étude des nombres 
appartenant à ce système au cas où e est l'unité un et que l'unité 
62 est égale à e^. Au lieu d'un calcul avec des nombres formés de 
quatre unités, à savoir les unités e et i, plus leurs deux unités op- 
posées, on obtiendrait un calcul avec seulement trois unités ee^e^^ ral- 
liées par l'égalité e + e^ + ^J = . 

L'interprétation géométrique de tels nombres s'obtient évidemment 
de la manière suivante: 

On divise le plan en trois parties symétriques par trois axes partant 
de l'origine. Les différents multiples de l'unité e sont reportés sur 
le premier axe, de l'unité 6^ sur le deuxième, et de l'unité cj sur le 
troisième axe. 

Le nombre e - a + e^- a^ + é^* c^ est représenté par un point qui 
s'obtient, si l'on coupe le premier axe à la distance a de l'origine, 
et que du point ainsi obtenu on trace une ligne droite parallèle au 
deuxième axe qui est coupée à la distance a^ et que de là on trace 
une nouvelle ligne parallèle au troisième axe qui est coupé au point 
a^. On voit que le point représentant un nombre reste toujours le 
même, sous quelque forme obtenue par l'addition de zéro qu'appa- 
raisse le nombre. 

Si, au lieu de nos trois unités 6 6^ et ef , on introduisait quatre 
unités ee^élel telles que le nombre zéro devînt (e + e^ + (?j^ + e^)ii 
— (6 + ^i) (6 + ej) • ^, on obtiendrait un calcul dans l'espace à trois 



1) Werke, Bd. 2. 
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dimensions analogue à celui que nous avons esquissé dans le plan. 
L'espace serait alors diyisé symétriquement à Paide de quatre axes 
partant de l'origine, dont un représenterait les différents multiples 
de e, un deuxième tous les multiples de e,, un troisième tous les 
multiples de 6^ et le quatrième tous les multiples de e^. Chaque 
nombre du système ^; ^; ^^ ^î obtiendrait par là une correspondance 
dans un point de l'espace à trois dimensions et inversement. Les lois qui 
sont valables pour les nombres complexes formés des imités ee^é^y soit des 
nombres complexes ordinaires, continuent à être valables à la seule ex- 
ception que la division, en dehors de zéro, est en général impossible pour 
les nomLs qui appaAiemient à la droit; . + e? ou à son prolongement 
é^ + 6^ et aussi pour les nombres appartenant au plan perpendiculaire 
sur cette ligne et qui passe par la ligne 6 + 6, et son prolongement 
ej + ej ainsi que par la ligne e^ + ej et son prolongement 6 + ej. 
Ce système peut toujours être ramené à un autre où les différents 
points de l'espace sont rapportés à la droite et au plan que je viens 
de définir. On n'a qu'à mettre: 

On voit que: 

Jij • J^ ^ Jcj 

II E 

EJ=0 
IJ=0 
JJ=J 

et que, par conséquent, le nouveau calcul n'est qu'une combinaison 
d'un calcul avec des nombres complexes dans le sens ordinaire du 
mot et un calcul arec des nombres réels. 



Introduction à nn traité didactique des méthodes 
énnmératiyes de la géométrie/) 

Par H. G. Zeuthen. 

Les méthodes énumératives de la géométrie ont pour but la dé- 
termination du nombre des solutions d'un problème, ordinairement 
géométrique, de telle nature qu'il serait possible de l'exprimer par 
des équations algébriques. Les nombres cherchés des solutions, j 
compris les solutions imaginaires, sont les degrés des équations aux- 
quelles conduirait une résolution algébrique, et, en attribuant à ces 
équations une forme homogène, on comprend dans les mêmes nom- 
bres les solutions qui seraient infinies pour une autre forme des équa- 
tions. Trouvant les degrés d'une équation par rapport aux différen- 
tes inconnues qu'elle doit contenir, on conncQtra sa forme, ce qui 
est la contribution la plus essentielle à la résolution complète. 

Par les méthodes énumératives on trouve ces nombres sans écrire 
aucune des équations algébriques en question, et par conséquent aussi 
sans exécuter aucune des éliminations et transformations dont se 
compose la résolution algébrique. Il est généralement reconnu que 
ces méthodes expéditives sont d'excellents instruments entre les mains 
des pionniers pour la première occupation de positions nouvelles; 
mais — ajoute-t-on souvent — elles ne suffisent pas à assurer la 
justesse des résultats, qu'on se borne à découvrir avec leur aide: 
une véritable démonstration de ces résultats demande une application 
immédiate de l'algèbre. Il vaut donc mieux éviter l'usage de ces 
méthodes. A l'appui de cette opinion on renvoie aux fautes commises 
par ceux qui se sont servis de méthodes énumératives. 

Voilà un raisonnement étrange et bien différent de ceux qui ont 
guidé le plus souvent les progrès de la mathématique! 

C'est certainement en conduisant à des résultats justes que les 
méthodes ont été utiles entre les mains des chercheurs, et cet avan- 
tage ne saurait être fortuit. Si parfois on s'est égaré en s'en ser- 

1) L^auteur prépare un traité sur ce sujet pour la collection Teubner des 
«Lehrbûclier>. 
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yant^ cela prouve simplement que les méthodes ont besoin d'être 
perfectionnées, ou qu'il est nécessaire mieux les connidtre. Un déve- 
loppement ultérieur de ces méthodes doit permettre de démontrer 
avec leur secours la vérité des résultats en même temps qu'on les 
découvre. 

C'est ainsi qu'ont pensé Abel et les autres savants qui au com- 
mencement du siècle précédent apercevaient les abus que jusqu'alors 
on avait fait des séries infinies. Us n'abandonnèrent nullement 
l'usage de ces séries, mais ils l'assiurèrent, soit en éprouvant à part la 
convergence de chaque série qu'ils appliquaient, soit en établissant 
des critères généraux pour la convergence. Lorsqu'on a vu plus 
tard, que pour rendre intégrable dans un certain intervalle une série 
dont les termes sont des fonctions d'une variable, il ne suffit pas 
qu'elle soit convergente pour tonte valeur particulière de la variable, 
on a introduit la notion de convergence uniforme. 

Tout de même les méthodes énumératives seront entièrement sûres 
dans la main de celui qui en connaît la portée, et qui les possède 
assez bien pour éviter des erreurs personnelles. Leur portée est celle 
des opérations algébriques qu'elles remplacent, et on n'arrive à les 
posséder que par l'exercice de même qu'on a besoin de s'exercer au 
calcul ou à l'algèbre pour éviter des fautes de calcul ou de raisonne- 
ment algébrique. 

Du reste toutes les véritables erreurs qu'on a reprochées aux mé- 
thodes énumératives se sont montrées aussi difficiles à éviter pour 
celui qui se servait de la géométrie analytique ordinaire. La géo- 
métrie analytique s'est même volontiers chargée de démontrer des 
résultats inexacts auxquels la géométrie énumérative s'était contentée 
d'attribuer une grande probabilité. En effet toutes les erreurs com- 
mises viennent de ce qu'on n'a pas fait attention à certains cas où 
les équations algébriques dont on détermine les degrés ont des solu- 
tions étrangères, c'est-à-dire d'autres solutions que celles que demande 
la question posée, ou deviennent identiques, ce qui rend infini le 
nombre de ses solutions. Or, la négligence de ces deux possibilités 
peut aussi bien se produire quand on opère avec les équations al- 
gébriques elles-mêmes. Un traité didactique des méthodes énuméra- 
tives qui précise partout la distinction des différentes espèces de so- 
lutions et les conditions d'un nombre infini de solutions aidera donc 
et la géométrie énumérative et la géométrie analytique elle-même à 
éviter ces erreurs. D'un autre point de vue, les erreurs ont été la 
conséquence d'un usage inconsidéré des mots «général» et «particu- 

GongrèB des Mathématiques à Stockholm 1909. 3 
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liei^; pour cette raison c'est le devoir d'une géométrie énumérative 
exacte de définir toutes les notions de manière à préciser quelle est 
la plus générale et quelles n'en sont que des cas particuliers^ et de 
discuter comment les cas particuliers se présentent comme des li- 
mites des notions générales. 

Pour comprendre la justesse de ces remarques il suffit de jeter 
un coup d'oeil sur les erreurs qui ont été commises dans la réalité. 
Je commencerai par une erreur antérieure aux recherches énuméra- 
tives proprement dites. 

Oebgonne supposait que la classe d'ime courbe algébrique devait 
être égale à son ordre^ ou bien que les équations qui la rapportait 
à des coordonnées ponctuelles et à des coordonnées linéaires étaient 
du même degré. En effet, selon la dualité géométrique qui l'intéressait 
vivement, si une courbe d'un certain ordre n était en général d'une 
classe plus élevée, une courbe de la classe n devait être aussi en 
général d'un ordre plus élevé. Cela est vrai; mais il ne faut pas 
en conclure que la classe soit égale à l'ordre. Au contraire, Poncelet, 
le fondateur des méthodes énumératives, a montré qu'une courbe de 
l'ordre n est, en général, de la classe n(n— 1), mais bien entendu 
non pas une courbe générale de cette classe, mais une courbe douée 
de certaines tangentes singulières, et qu'inversement une courbe de la 
classe n est en général de l'ordre w(w — 1), mais douée de certains 
points singuliers. Afin de voir qu'il n'en résulte aucune contradiction, 
il faut observer que la définition de la généralité est différente sui- 
vant qu'on parle d'une courbe d'un certain ordre ou d'une courbe 
d'une certaine classe. Une courbe générale de Tordre n est une courbe 
représentée dans un système ordinaire de coordonnées ponctuelles par 
une équation de degré n à coefficients quelconques. Ses propriétés 
générales sont celles qui lui appartiennent indépendemment de toute 
relation entre ses coefficients; elles lui appartiennent donc aussi dans 
tous les cas particuliers, pourvu qu'on regarde la courbe comme li- 
mite de la courbe générale. Alors les tangentes sont les droites qui 
la rencontrent en deux points coïncidents. Dans le cas où la courbe 
a des points multiples le nombre n(n — 1) de tangentes passant par 
un point quelconque comprend donc, certains nombres de fois, les 
droites joignant ce point aux points multiples; mais ces droites seront 
des solutions étrangères ou impropres si l'on regarde la même courbe 
comme appartenant aux courbes d'une certaine classe, et alors pour 
avoir en réalité cette classe il faut soustraire le nombre de ces 
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solutions étrangères du nombre n(n — 1). Dans des cas encore plus 
particuliers, ceux où la courbe d'ordre n à des branches multiples, 
réquation d'ordre n(n — 1) qui détermine en général les tangentes 
menées par un point donné devient identique, et toute droite sera 
tangente dans le sens indiqué pour une courbe donnée ponctuellement. 

Les remarques faites ici ont trouvé leur expression dans les for- 
mules connues de Plûcker qui prennent en considération égale les 
singularités appartenant à une courbe générale d'ordre donné et à 
une courbe générale de classe donnée. Plûckeb attribue, en effet, 
à une courbe des tangentes doubles et stationnaires et des points 
doubles et stationnaires. Cependant, malgré la grande utilité de 
ces formules, le double point de départ, dans la représentation par 
des coordonnées ponctuelles, et dans la représentation par des coor- 
données linéaires, obscurcit la distinction entre le général et le par- 
ticulier. Il est vrai qu'on peut représenter une singularité quelcon- 
que d'une courbe algébrique par des «équivalents Plûckèriens» qui 
permettent d'appliquer les formules Plûckériennes et certains autres 
résultats à cette courbe particulière; mais ils n'y rendent pas appli- 
cables tous les résultats trouvés pour une courbe douée seulement 
des singularités considérées par Plûceer. 

J'ai insisté sur ces faits simples et bien connus parce qu'ils 
peuvent déjà servir d'exemples des dangers dont j'ai parlé, et qui ont 
été l'occasion de méprises ultérieures, et parce qu'on en voit que de 
telles méprises ne résultent que d'un usage superficiel des méthodes 
énumératives. De même le raisonnement qui a fait croire à Steineb 
qu'il y a 6^ coniques qui sont tangentes à 5 coniques données doit 
avoir été à peu près le suivant: la condition pour qu'une conique 
soit tangente à une conique donnée est exprimable par une équation 
de sixième degré par rapport aux coefficients de l'équation de la 
conique cherchée, et par conséquent les 5 équations exprimant qu'elle 
est tangente à 5 coniques doivent conduire à 6^ solutions. Un rai- 
sonnement analogue conduirait du reste à évaluer à 2^ le nombre 
de coniques tangentes à 5 droites. On oublie alors que les équations 
de condition, qui prennent pour point de départ la représentation 
de la conique cherchée par des coordonnées ponctuelles, n'expriment 
pas précisément le contact avec une conique ou une droite donnée, 
mais seulement la coïncidence de deux points d'intersection. Celle-ci 
sera aussi obtenue si la conique cherchée se réduit à une droite double. 

Il y aura donc véritablement 6*^ coniques tangentes à v coniques 

et passant par 5 — i/ points donnés arbitrairement si v ^2] car 

8* 
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ces conditions n'admettent aucune droite double. Si 1/ » 3 cela ne 
sera yrai qu'à la condition qu'on regarde aussi la droite double 
passant par les deux points donnés comme une conique tangente 
aux 3 coniques données, et même qu'on la compte pour 32 de ces 
coniques. Mais ime telle explication qui ne fait aucune distinction 
entre des solutions de nature différente sera impossible à maintenir, 
si l'on essaie de rappliquer aux cas où v ^4t ou 5; car alors il 
existe une infinité de droites doubles, et l'équation du degré 6'' ex- 
primant que deux points d'intersection de la conique cherchée avec 
V coniques données se confondent, sera donc identique, et son degré 
perdra tout sens. 

L'expression ayL, due à Jonquieres, du nombre des coniques d'un 
cx>^ système qui satisfont à une condition donnée et indépendente 
du système, où yL est le nombre des courbes qui passent par un 
point donné tandis que a dépend exclusivement de la condition, 
prête aux mêmes objections. Elle sera juste si le système ne contient 
aucune droite double; eUe pourra conduire à des solutions de nature 
différente, dont peut-être une partie sont impropres ou étrangères à la 
question originairement posée, si le système contient un nombre fini 
de ces coniques exceptionnelles; et sa répétition, qui conduit à la 
valeur a^a^...a^ du nombre des coniques satisfaisant aux conditions 
représentées par les valeurs a^, a,, . .. «5 de a, n'indiquera rien sur le 
nombre des solutions propres s'il existe une infinité de droites doubles 
satisfaisant d'une manière impropre à ces conditions. En se référant 
exclusivement à la représentation par des coordonnées ponctuelles, 
la formule de Jonquiëbes a du reste sur celle dont nous allons nous 
occuper, et qui constitue à d'autres égards un grand progrès, l'avan* 
tage que la représentation exclusive par des coordonnées ponctuelles, 
ne laisse aucun doute quant à la distinction entre ce qu'il faut re- 
garder comme général et comme particulier. 

En donnant au nombre des coniques d'un 00^ système qui satis- 
font à une condition donnée l'expression aft -f j3i/, où ^ et t/ sont 
les nombres des coniques du système qui passent par un point ou 
sont tangentes à une droite tandisque « et /} dépendent exclusivement 
de la condition, Chasles a pris en considération égale la représen- 
tation par des coordonnées ponctuelles et la représentation par des 
coordonnées linéaires. Pour cette raison, sa formule permet d'exclure 
à la fois les solutions impropres qui proviennent des droites doubles, 
ou coniques infiniment applaties limitées par deux sommets, et les 
coniques à points doubles composées de deux droites. On l'a donc prise 
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pour générale^ et Clebsch et plus tard M. Stuty ont démontré ancUjf' 
tiquement qu'elle est applicable à toutes les conditions, qu'on peut 
représenter par un usage simultané de coordonnées ponctuelles et de 
coordonnées linéaires. La portée de ces démonstrations est du reste 
exactement la même que celle des démonstrations géométriques qui 
prennent pour point de départ ladite possibilité d'ezdure à la fois 
toutes les deux espèces de coniques exceptionnelles dont Tune ne peut 
être représentée complètement que par des coordonnées tangentielles, 
l'autre par des coordonnées ponctuelles. 

Cependant cela ne suffit pas. En effet, Halphen a aperçu qu'un 
système de coniques peut contenir encore une catégorie de coniques 
exceptionnelles dont les propriétés, dans leur qualité de formes limites 
dont il s'agit ici, ne sont pas exprimées d'une manière complète par 
leurs deux équations, dans un système de coordonnées ponctuelles et 
dans un système de coordonnées linéaires. Ce sont les coniques qui 
regardées comme Ueux de points sont des droites doubles, et regardées 
comme enveloppes de tangentes sont des points doubles. On pourrait 
dire qu'elles sont des coniques aplaties dont les deux sommets se 
confondent, ou des coniques composées de deux droites qui se con- 
fondent. Ce sont déjà deux manières différentes de les regarder 
comme formes limites, mais U en existe une infinité d'autres. En 
général, si un système contient une de ces coniques exceptionnelles, 
l'équation qui a lieu entre le segment, Xy intercepte par une conique 
du système sur une droite fixe et le sinus, y, de l'angle fait par les 
tangentes menées à cette conique par un point fixe sera satisfaite par 
0? = 0, y — 0. A la limite on en pourra tirer une équation de la 
forme y — Aaf' où a > 0. L'infinité du nombre des valeurs que a 
peut prendre indique une infinité de manières dont une conique peut 
s'approcher de la limite en question, et A est un paramètre appartenant 
au cas particulier.^) 

Or si l'on veut exprimer par ccfi + fiv le nombre des coniques de 
ce système qui satisfont encore à une équation entre x et y prenant 
à la limite la forme: y =» Bx^, ce nombre comprendra aussi les coniques 



1) Les quatre conditions qui déterminent le cx)^ système suffisent pour dé- 
terminer une droite, un point sur cette droite et le paramètre A, ou bien pour 
déterminer complètement les coniques limites de cette nature que contient le 
système. Il n'est pas permis de regarder A et a comme des paramètres: A est 
la valeur que prend le paramètre pour la seule valeur de a — s'il en existe 
— pour laquelle il soit possible de donner à A une valeur différent de zéro 
et de Tinfini. 



38 -ff. Cr- Zeuthen: 



exceptionnelles d'HALPHEN; mais ces dernières solutions seront im- 
propres, si B et b sont différents de A et a. Et si Ton cherche 
au moyen d'une application successive de la formule afi + Pv le 
nombre de coniques satisfaisant à 5 conditions dont plus de deux 
sont de la nature indiquée ici, on ne fera que trouver le degré d'une 
équation identique. Devant les conditions de cette nature la formule 
a^i -\- fiv souf&e donc de la même faiblesse que la formule a/t de 
Jouquièbës devant les conditions de contact. On ne peut suppléer 
à cette faiblesse en ajoutant encore un nombre fini de termes à la 
formule a^i + pv, parce que le nombre des formes limites d'HALPHEN 
est infini; mais bien entendu, cela n'empêche pas de résoudre chaque 
problème particulier sans aucune expression générale. 

On voit par ces exemples historiques que celui qui veut écrire 
un traité didactique des méthodes énumératives de la géométrie a 
l'obligation d'imposer les justes limites à l'usage des formules que 
nous avons citées, afin d'assurer cet usage là où il est légitime. Les 
considérations qui y conduisent, à savoir l'observation de la différence 
des solutions indiquées par la même expression — où déterminées 
par la même équation algébrique — , de l'inutilité de cette expression 
dans les cas où le nombre d'une partie de ces solutions devient infini, 
et enfin de la manière dont il est permis de regarder certains cas 
comme limites de cas plus généraux, ces mêmes considérations assurent 
aussi une application légitime des <(iprincipes> qui enferment dans 
un seul énoncé de grandes classes de méthodes énumératives. Je 
pense en particulier au principe, si suspect dans nos jours, que 
PoNCELET a appelé le principe de continuité, Schubert le principe 
de la conservation du nombre. L'exactitude du 4(principe> dépendra 
de l'énoncé formel qu'on lui donne, et peut-être sera-t-il difficile d'en 
trouver un qui ne prête à aucune objection, et ne permette aucun 
abus; mais il suffira d'enseigner la méthode^ dont le «principe> n'est 
qu'une condensation formelle, d'une manière qui en assure la juste 
application à tout cas particulier. Tous les résultats que Poncelet 
a trouvés au moyen de son principe de continuité sont justes, et ils 
seraient établis d'une manière absolument exacte si, au lieu de fonder 
son principe géométrique sur des considérations métaphysiques, il 
avait simplement rappelé l'existence des équations algébriques dont 
les seuls degrés font le sujet de ses opérations. De même, c'est une 
question de dialectique de savoir si l'énoncé que M. Schubert donne 
à son «principe)^ permet les applications impossibles dont on s'est 
servi pour montrer son défaut de correction; mais en tout cas on 
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peut en éviter de semblables, même dans les cas où la faute est 
mieux cachée^ si Ton joint à l'application de sa méthode une véri- 
table discussion de la manière dont les cas d^où Ton tire des con- 
clusions plus générales se présentent comme des cas limites. Alors 
cette façon de trouver des résultats sera aussi sûre qu'elle est ex- 
péditive. Assurer ainsi les applications de la méthode en question 
et des autres méthodes énumératives^ voilà le but que doit se pro- 
poser celui qui veut écrire un ouvrage didactique sur la géométrie 
énumérative. 

Peut-être fera-t-on cette objection que même ceux qui se servent 
des méthodes ébumératives n'ont pas en elles une entière confiance, 
ce qu'ils montrent en cherchant souvent le même nombre par des 
voies différentes afin de se servir de la concordance des résultats 
acquis comme moyen de contrôle. Or, c'est tout simplement ce que 
les calculateurs eux aussi aiment à pouvoir faire, losqu'il s'agit d'exé- 
cuter un calcul difficile. En ce cas le calculateur n'a aucun doute 
sur la justesse objective de la méthode qu'il emploie: il se défie seule- 
ment de l'exactitude absolue de son application personnelle des règles 
prescrites. Ce sont avant tout des motifs semblables qui me portent 
à appliquer des moyens de contrôle à mes recherches géométriques 
personnelles. Lorsque par ces moyens j'ai découvert une faute dans 
un résultat que je croyais avoir trouvé, la raison a été le plus souvent 
une faute de calcul, ou, dans des recherches plus difficiles, la négli- 
gence d'un point dont l'observation exacte était prescrite par la mé- 
thode elle même. Dans ces cas la faute était la mienne, et non celle 
de la méthode; mais il va sans dire que de telles épreuves sont utiles 
aussi pour perfectionner une méthode qui n'a pas encore pris une 
forme définitive. Alors elles ne font qu'attirer l'attention sur les points 
de vue auxquels il faut se placer pour bien établir la méthode. 

C'est toujours par d'autres procédés énumératifs que j'ai éprouvé 
de la sorte les résultats de recherches énumératives, et j'ai jugé in- 
utile d'éprouver ces résultats au moyen de l'exécution des calculs algé- 
briques auxquels on pourrait réduire les mêmes recherches. Au con- 
traire je me sers ordinairement des méthodes énumératives pour bien 
m'assurer de la justesse de résultats géométriques, que je trouve dans 
les livres et qui y sont obtenus par des calculs algébriques. Je ne 
le fais pas seulement à cause du danger d'une faute de calcul, danger 
auquel en général l'auteur aurait été moins exposé que moi, — mais avant 
tout parce qu'en calculant on se laisse entraîner plus facilement à oublier 
le but des calculs et le sens pcopre de chaque équation particulière, 
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et à ne pas voir qu'elle se décompose en plusieurs équations con- 
duisant à des solutions de nature différente ou même qu'elle peut 
devenir identique. En faisant attention pécisément à ces circonstances 
la géométrie énumératiye devient un guide propre à assurer un usage 
correct des opérations algébriques. — 

L'exemple suivant servira à montrer soit que les recherches énu- 
mératives peuvent être assez étendues pour rendre commode un con- 
trôle personnel de Tusage de méthodes qui sont par elles-mêmes ab- 
solument exactes^ soit que de telles recherches sont nécessaires pour 
bien distinguer les différents problèmes dont les solutions dépendent 
de difFérentee racines dWe même équation algébrique. Je veux 
parler du problème consistant à trouver les triangles qui sont à 
la fois inscrits et circonscrits à une courbe algébrique, les points 
de contact des côtés étant différents des sommets. En n'attribuant 
à la courbe que des singularités Plûckeriennes, je désigne son ordre 
par n, sa classe par n', son genre par p, le nombre de ses points 
doubles par d, celui de ses points stationnaires par e, celui de ses 
tangentes doubles par d' et celui de ses tangentes stationnaires par e\ 

Gayley^) a trouvé le nombre de solutions de ce problème au moyen de 
la méthode inductive qu'il appelle la méthode fonctionnelle; mais cette 
méthode ne se réfère pas directement à une solution algébrique du même 
problème. Aussi a-t-il ajouté une autre résolution qui fait dépendre la 
détermination des triangles cherchés de la coïncidence de deux points cor- 
respondants de la courbe. Par une méthode qui lui est propre, elle aussi, 
et dont la justesse a été démontrée par M. Brill, Gayley trouve le 
nombre total de ces coïncidences: 3 coïncidences doubles correspon- 
dent à chaque solution de son problème; mais il y en a d'autres. 
Toutefois Gayley se borne à dire que le nombre de ces solutions 
impropres doit être égal au nombre trouvé des coïncidences moins 
six fois le nombre des triangles trouvé par sa première méthode; 
mais il ne spécifie pas les différentes espèces des coïncidences inutiles 
pour le problème posé. G'est cette spécification que je vais in- 
diquer ici. 

La correspondance en question est obtenue de la manière suivante: 
Par un point quelconque P^ de la courbe on mène une droite qui 
lui est tangente en un autre point P, et la rencontre encore en un 
point P3; par P3 on mène une droite tangente à la courbe en un 

1) Philosophical Transactions, vol.CLXI,p. 369—412, 1871 (CollectedPapersVIII, 
p. 212—267.) 
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autre point P^ qai la rencontre encore en P5, et de même on mène 
par P5 une droite tangente à la courbe en un autre point P^ qui 
la rencontre encore en P^. On cherche le nombre de coïncidences 
de points correspondants P^ et P^. C'est ce nombre que Gayley a 
trouvé par une application assez compliquée de la méthode de Gayley- 
Brill. n est égal à 

2(n-3)»(n'-2)(n'-3)> 
+ 2(n'»- 20w'«- Sun'- 4n«+ 167n'+ 76n - 486) p. 

Si nous désignons par x le nombre des triangles cherchés le même 
nombre de coïncidences sera égal à l'expression suivante^ qui indique 
la distinction entre les coïncidences de nature différente (que je marque 
par les chiffres (1), (2) . . . ): 

Qx + 2d\n ~ 3) (n - 3) + 2rf(w'- 4) (w' - 5) (w - 4) 

+ 3e(n'- 3) (n* ~ 4) (n - 4) + e{n' - i){n - 3) 

+ 2d\n - 4) (n - 5) (w - 6) + 4d\n - 4) (n - 5) 

+ de{n - 3) (n - 4) (w - 5) + 2e\n ~ 3) (n - 4) 

+ 6(w'-3)(w'-4)l 

On aura les coïncidences indiquées par les termes (1), (2), (3), (4) 
si les sommets que nous ayons appelés P3 et P5 se confondent en 
un point de contact d'une tangente double; en un point double ou 
en un point stationnaire: alors aussi des poïnts P^ et P7 coïncide- 
ront aux autres points d'intersection d'une tangente menée pas ce 
point et différente de la tangente P3 P^ Pj et de la tangente en Pj (P5), 
ce qui donne (1), (2), (3). Dans le cas d'un point stationnaire elle 
peut aussi coïncider avec cette dernière tangente (4). — Toutes les 
tangentes P^ Pj Pj, Pg P4P6, P^P^Pt, peuvent coïncider avec une 
tangente double (5) et (6), ou avec ime tangente stationnaire (7) et 
(8). Alors la coïncidence peut avoir lieu soit en un des points d'in- 
tersection de la tangente singulière (5) et (7)^ soit en un point de 
contact (6) et (8). Enfin tous les quatre sommets P^, Pj, P5, P7 
peuvent se confondre en un point stationnaire (9); alors les droites 
Pi Pg Ps, Ps P4 Psf P5 Pq Pi sont des droites menées par ce point 
et tangentes en d'autres points^ et la deuxième de ces tangentes doit 
être différente des deux autres^ qui n'ont pas besoin d'être différentes 
entre elles. 
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Les coefficients que nous ayons attribués aux différents termes ont 
été trouvés par des règles fixes appartenant à Fusage des théorèmes 
de correspondance. Si la courbe a des singularités plus composées 
on peut déterminer d'une manière semblable les coïncidences aux- 
quelles donnent lieu ces singularités. 

En égalant l'expression trouvée au nombre total des coïncidences 
on peut trouver une expression de x. On aura les moyens de con- 
trôle dont j'ai parlé, soit en comparant la valeur trouvée à celle que 
Gayley avait trouvée d'une autre manière, soit en remarquant que 
l'expression de x au moyen de n, n et p doit être symétrique par 
rapport à n et n'. 

Dans le cas où n = n'»4 ou aura â? — indèpendemment de la 
valeur du genre p, par conséquent pour j)=0 (courbe de 4. ordre à un 
point double et deux points stationnaires) et pour jp = — 1 (courbe 
composée de deux coniques). Dans les deux cas on ne trouve en 
général aucun triangle à la fois inscrit et circonscrit; mais les courbes 
particulières qui en admettent un en admettront une infinité, ce qui 
est, pour les deux coniques , un théorème connu de Poncelet. 



Snr les systèmes d'une infinité d'équations linéaires à une 

infinité d'inconnues. 

Par Helge von Koch. 

La plupart des problèmes des mathématiques transcendantes 
peuvent^ dans une certaine mesure^ être ramenés à la résolution de 
systèmes d'équations où le nombre des équations de même que celui 
des inconnues est infiniment grand. 

Par exemple, si on cherche à intégrer un système d'équations 
différentielles par des développements en série (séries de puissances, 
trigonométriques etc.) on tombe, en général, sur un tel système 
auquel doivent satisfaire les coefficients du développement. La ré- 
solution de ce système devient donc, dans un certain sens, équivalente 
à l'intégration du système d'équations différentielles donné, mais ce 
mode d'envisager le problème conduit à des méthodes nouvelles qui 
peuvent être utiles dans des cas étendus. 

Dans ce qui suit, je me bornerai à rendre compte brièvement des 
résultats qu'on a obtenus pour les systèmes d'équations linéaires 
comprenant une infinité dénombrable d'équations et d'inconnues. 

1. Il s'agit donc d'un système de la forme 

(1) Af^x^'\- A^x^+ " ^ G^ (/=i,2,..) 

les A^J^ et les C^ étant des quantités données et x^jX^, , , désignant 
les inconnues. 

M. G. W. HiLL est le premier qui a étudié un tel système avec 
succès^). Dans un travail de 1877 sur la théorie de la Lune*), 



1) D'après une indication de M. G. Lobia, on doit citer un mémoire de G. Piola 
[Memorie délia Società Italiana délia Scienze t. 20^ p. 273 (1828)] comme le 
premier où est résolu un tel système. La méthode de Piola est analogue à 
celle de M. Appell dont nous allons parler dans la suite. 

2) G. W. Hill: On the part of the motion of the îunar périgée wich is a function 
of Uie mean motions of the sun and moon. [Acta Mathematica, t. 8 (1886) p. 1 
(Reprinted with some additions^ from a paper published at Cambridge U. S. A,, 
1877)]. 
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M. HiLL cherche à satisfaire à une certaine équation différentielle 
linéaire du second ordre par une série trigonométrique; ce qui le 
conduit à un système infini d'équations auquel doivent satisfaire les 
coefficients de la série. C'est à cette occasion que se trouve intro- 
duite en analyse^ pour la première fois^ la notion de déterminant infini i 
Etant donnée la suite double 



-^l; -^ 



22; 



on forme le déterminant d'ordre n: 

•^11 • • -^« 

(2) ^C") 



nn 



si ce déterminant tend vers une limite finie et déterminée ^ (pour 
n — oû) M. HiLL convient de dire que le déterminant des A^j^ converge 
et a pour valeur ^. 

M. HiLL ne démontre pas que le déterminant de son système est 
convergent mais cela ne l'empêche pas à opérer sur ce déterminant 
tout comme c'était un déterminant ordinaire, et une intuition heureuse 
le guide à de très beaux résultats numériques qui semblent justifier 
l'hardiesse du calcul. 

Un autre exemple intéressant d'un système infini d'équations 
linéaires a été étudié en 1885 par M. Appëll^); à savoir le système 
auquel conduit le problème de développer les fonctions elliptiques 
en séries trigonométriques. 

Voici en quoi consiste la méthode proposée par M. Appell. Soit 
(1) le système considéré; supprimons<y toutes les équations sauf les 
n premières et remplaçons toutes les inconnues x^^ sauf x^y x^^ . »y x^ 
par zéro. Le système se trouve par là réduit à n équations comprenant 
n inconnues et ayant pour solution 

(3) ^S = ^ (* = l,»....n) 

^]/ désignant ce que devient J^^^ si l'on y met C^. . G^ à la place 
de la colonne h. 



1) P. Appell: Sur une méthode élémentaire pour obtenir les développements en 
séries trigonométriques des fonctions elliptiques. [Bnlletin de la Société mathé- 
matique de France, t. 18 (1885).] 
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Faisant tendre n vers Tinfini, on trouve que les valeurs limites 

lima;^"^, limajj , ... 

nssoe »s=oe 



fournissent la solution du problème proposé. En manque d'une 
preuve directe^ la méthode est justifiée par le succès: les séries tri- 
gonom étriqués obtenues par cette méthode coïncident avec celles 
obtenues par les méthodes anciennes. 

Dans deux notes ^), M. Poincaré a repris les problèmes de M.BLill 
et de M. Appell. Non seulement il a donné une pleine justification 
aux résultats qui viennent d'être rappelés, mais a réussi à expliquer 
pourquoi la hardiesse de M. Hill et celle de M. Appell avaient 
été si heureuses; en même temps il a donné un premier fondement 
pour l'étude de questions analogues plus générales. 

Dans les problèmes de cités, il était question de déterminer les 
coefficients d'une série de manière à satisfaire à un système infini 
d'équations. M. Poincaré a montré que, dans les deux cas, le système 
admet une infinité de solutions indépendantes mais que la solution 
devient déterminée et coïncide respectivement avec celle de M. Hill 
et avec celle de M. Appell quand on assujettit les coefficients à 
rendre convergente la série en question. 

Dans cet ordre d'idées, M. Poincaré a trouvé un fait tout-à-fait 
inattendu savoir qu'un système d'équations de la forme 

non seulenent admet une infinité de solutions mais que (du moins 
dans certaines conditions) l'indétermination des Xf^ est telle que le 
système d'égalités données est équivalent à un système dUnégaîUés: 
pour que les Xj^ satisfassent au système donné, il suffit qu'ils rendent 
certaines séries absolument convergentes. 

Parmi les résultats de M. Poincaré, ceux qui concernent la oon- 
vergence des dâerminants infinis sont d'une importance toute parti- 
culière pour la théorie dont il s'agit. Ainsi la convergence de 
déterminant infini considéré par M. Hill découle comme application 
d'une règle de convergence ainsi conçue: 



1) H. Poincaré: Bemarques sur une méthode de M. Appbll pour obtenir le 
développeinent en séries trigonométriques des fonctions elliptiques. [Bulletin de 
la société mathématique de Fiance, t. 13 (1886).] 

Sur les déterminants d'ordre infini (Même BoUetin, t. 14 (1886)). 

Voir aussi: Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste t. 2, No. 185 (Paria, 
Oauthiers-Villars, 1893). 
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Pour que le déterminant des quantités 



soit convergent, il suffit que la série double 

converge. 

2. D'après les mémorables recherches de L. Fuchs sur les équations 
différentielles linéaires, on savait qu'une équation 

OÙ Pi,P27"fPn ^^^^ développables en séries de Laurent en x dans le 
voisinage de x ^ 0, admet certainement une solution de la forme 

x^L(x) 

Q désignant une constante et L{x) une série de Laubent. Mais on 
n'avait — hors certains cas spéciaux — aucun moyen de calculer q 
et les coefficients de L(x), 

Quand je commençais mes études à l'Université de Stockholm, 
M. Mittag-Leffler me conseillait à étudier ce problème et chercher 
à y appliquer les déterminants infinis. C'est cette question, qui me 
parut du plus grand intérêt, qui a donné lieu à mes travaux sur la 
théorie des déterminants infinis et ses applications.^) 

1) Sur une application des déterminants infinis à la théorie des équations 
différentielles linéaires, [Acta Mathematica, t. 15, p. 63 (1891)]. Sur les déter- 
minants infinis et Us équations différentielles linéaires [Ibid. 1. 16, p. 217 (1892)]. 
Su/r les intégrales régulières des équations différentielles linéaires [Ibid. 1. 18, p. 337 
(1894)]. Su/r quelques points de la tfiéorie des déterminants infinis. [Ibid. t. 24, 
p. 89 (1901)]: 

Om upplôsningenaf ett System lineâra likheter mellan ett oàndligt antal ohe- 
kanta [Ofv^ersigt af Eongl. Yetenskaps-Akademiens Forhandlingar 1890, p. 109]. 
Quelques théorèmes concernant la théorie générale des fractions continues [Ibid. 1896, 
p. 101]. Sur une classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre à 
deux variables indépendantes [Ibid. 1896, p. 721.] Sur les systèmes â^ordre infini 
d'équations différentielles [Ibid. 1899, p. 896]. 

Sur la convergence des déterminants d'ordre infini [Bihang till K. Svenska Vet.- 
Akad. flandliiïgar, Bd. 22, Afd. I, No. 4 (1896)]. Sur une application des déter- 
minants infinis à la théorie des équations fonctionnelles [Ibid. Bd. 26, Afd. I, No. 6 
(1899)]. 

Sur les équations différentielles linéaires à coefficients rationnels [Comptes lendos 
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Je fais d'abord remarquer que si Ton veut qu'un déterminant infini 
jouisse de propriétés analogues à ceux d'un déterminant fini ordinaire^ 
la définition proposée par M. Hill est un peu trop large. Si on con- 
sidère^ par exemple^ le cas suivant: 

|-4,.J<<y<l, j4,.j = pourJk>i 

il est évident que le déterminant des A^^ {i, k=^ly2,.. ,)y étant égal 
à la valeur limite du produit 

•=1 

(pour n =» oo) c'est-à-dire zéro, doit être considéré comme un déter- 
minant convergent selon la définition de M. Hill, tandis qu^il se trouve 
représenté en même temps par un produit divergent selon la ter- 
minologie usuelle, un produit qui n'a d'ailleurs aucune propriété en 
commun avec les déterminants proprement dits.^) 

Pour ces raisons, j'ai pris comme point de départ la définition 
suivante: 

Soient donnés les éléments 

-^11 -^12 • • 
"^21 "^22 • • 

et supposons le produit P formé par tous les éléments diagonaux A^^ 
absolument convergent (ce qui revient à le supposer convergent même 
si on remplace A^^ par 1 + \A^^ — 1 1) et formons une suite de novaux 
produits P' en permutant dans P les second indices, par exemple, 
de toutes les manières possibles et en attribuant à chaque pro- 

des séances de rAcadémle des sciences, Paris 1893, 1. 116 p. 91]. Sur les systèmes 
d'équations différentielles linéaires du premier ordre [Ibid. t 116, p. 179 (1893)J. 
Sur les intégrales uniformes des équations linéaires [Ibid. t. 116, p. 365 (1893)]. 
Su>r la convergence des déterminants d'ordre infini et des fractions continues. 
Extrait d'une lettre à M. Poincabé [Ibid. t. 120, p. 144 (1895)]. Sur une classe 
d'équations aux dérivées partielles [Ibid. t. 121, p. 517 (1895)]. 

Sur tm théorème de Stieltjes et sur les fonctions définies par les fractions 
continues [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 23, p. 33 (1895)]. 
Sur les fonctions implicites définies par v/ne infinité éP équations simultanées [Ibid. 
t. 27, p. 216 (1899)]. 

Su/r la convergence des déterminants infinis [Bendièonti del Circolo matematico 
di Palermo, t. 28, p. 255 (1909)]. Sur un théorème de M. Uilbebt (Mathematische 
Annalen). 

1) Pour des cas analogues plus généraux cf. T. Cazzaniga: Sui determinanti 
d'ordine infinito, No. 13 [Annali di Matematica pura ed applicata, 1897]. Intomo 
ad un tipo di determinanti nulli d'ordine infinito [Ibid., 1898]. 
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doit ainsi obtenu le signe + ou le signe —, selon la parité on Tim- 
parité du nombre des transpositions nécessaires pour passer du pro- 
duit initial P au produit considéré. Si la série ^ formée ayec tous 
ces produits reste convergente même si on remplace partout 

A^^ par 1 + \A^^ — 1 1, A^j^ par \Af^\ nous convenons de considérer ^ 
comme le déterminant des A^^ et de dire que le déterminant converge 
absolument. 

On s'aperçoit que ^ a une composition tout analogue à celle d'un 
déterminant fini et qu'il doit jouir de propriétés tout analogues. Je 
ne veux pas m'arrêter ici sur ces propriétés, je me borne à énoncer 
quelques résultats indispensables pour l'exposé suivant 

J'écris 



^ = 



A^i -^1» 



-4ji A^ 



2 



et je définis les mineurs de ^ d'ordre r (r»l,2,..) ainsi: remplaçons 
dans ^ les éléments Ai^kiy . . , Ai^k^ par un et les autres éléments des 
lignes ii-.ir (colonnes Jc^ ..k^) par zéro; le déterminant ainsi obtenu 
s'appelle un mineur de ^ d'ordre r et se désigne par 






et il convient d'attribuer à ce symbole la valeur nulle toute fois que 
deux i ou que deux k sont égaux entre eux. 

Considérant un déterminant ^ absolimient convergent en même 
temps que tous ces mineurs, je peux énoncer ces théorèmes: 

U existe toujours un mineur de /û d'ordre fini qui n'est pas nul. 
En particulier, on peut cJioisir n suffisamment grand pour que le mineur 
suivant ,^ 

G;::) 

ne s'ann/ule pas. 

Si ^ est nul, u^ ' * î*"] non nul, U faut et il suffit, pour que tous 

les mineurs de jd d^ordre 1 s^annulent, que les r' mineurs vivants 



(y 



C« 1, ï, . . , r\ 
= !,«,.., r/ 

s^annulent. 

Il en résulte que, pour trouver, dans la multitude infinie des mineurs 
d'ordre 1 ou plus généralement d'ordre p un mineur non nul, il suffit 
de chercher parmi un nombre fini d'entre eux. 
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Voici une remarque bien simple qui cependant m'a été fort utile 
dans plusieurs applications: si le déterminant jd des A^J^ (i,jk = l,2,..) 

converge absolument, le déterminant J' des A^J^ — (iyJc ^ 1, 2, . .) 

^k 

converge aussi et a la même valeur que ^, x^^x^y , . désignant des 
quantités non nulles quelconques. 

Parmi les divers développements d'un déterminant absolument 
convergent le suivant est particulièrement utile: 

^ii ^ij ^ik 

+ 



où Ton a mis 




+ 3! ^i^j^h 


««« «<y »« 

»y« «yy % 


^«=1 


+ ««> 


^ik = «« 





(<4-*) 

et où les indices de sommation parcourent indépendemment Fun de 
l'autre la suite des nombres 1, 2, . . . 

Enfin, il faut dire quelques mots sur la recherche de la convergence 
d'un déterminant infini. 

Eu égard aux définitions et notations nouvelles, la règle de con- 
vergence de M. PoiNCARÉ peut s'énoncer en ces termes: 

Pour que le déterminant des 

(4) ^«-%+% (*«-{;t*;3 

converge absolument en même temps que tous ses mineurs, il sufQt 
que la série double 

(5) 2i2M 

converge. 

n a été déjà dit que le déterminant rencontré par M. HiLL rentre 
dans ce cas. H en est de même pour certains autres déterminats de 
la théorie des équations linéaires mais j'ai bientôt rencontré dans 
cette théorie des types de déterminants ne répondant pas à la même 
condition. J'ai donc cherché des règles plus générales et j'ai réussi 
à former une suite de critères de plus en plus précis et tendant vers 
la condition nécessaire et suffisante pour la convergence absolue. 
Un exposé de ces résultats m'entraînerait trop loin, je me borne à 
énoncer un critère simple que j'ai établi tout récemment: 

Pour que le déterminant des éléments (4) converge absolument 
avec tous ses mineurs, il suffit que les deux séries 



ik 



^ik 



(6) -Sk«K -21^/ '^ 

convergent. 

Congrès d«s Mathématiques à Stockholm 1909. 
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D'après une remarque faite plus haut^ cette règle subsiste si dans 

X 

(6) on remplace a^ par a^— ^ où x^y x^y . . sont supposées non nulles. 

Considérons maintenant un système d'équations 

(7) A^x^ + A^x^ + . . — C^ « = 1, 2, . .) 

tel que le déterminant ^ des A^ soit absolument convergent. D'après 
ce qui a été dit plus haut^ il faut ajouter aux équations données 
certaines conditions supplémentaires, sans quoi il y aurait une indéter- 
mination trop grande. 

Par exemple, si d converge d'après le critère de M. PomCAKÉ, il 
convient de supposer 

(8) N<X, |c,|<C 

(X et (7= des constantes); si c'est le deuxième critère (convergence 
des séries (6)) qui est applicable, on doit exiger que les deux séries 

(9) 2M, 2M 

soient convergentes, et ainsi de suite pour les cas plus compliqués. 
On trouve que ces conditions supplémentaires non seulement suffisent 
pour rendre la solution du système (7) tout analogue à celle d'un 
système de n équations à n inconnues, mais qu' elles s'introduisent 
tout naturellement par les problèmes mêmes qui donnent lieu aux 
systèmes d'équations dont il s'agit. 

Désignons par (X) et (C) les conditions supplémentaires ainsi im- 
posées aux Xj^ et aux Gj^ respectivement. 

Grâce aux théorèmes sur les mineurs et aux autres propriétés des 
déterminants absolument convergents, j'ai été amené aux conclusions 
suivantes. 

Soit 
(10) A^^Xy^ + A^x^ + . . = (< = 1, 2, . .) 

un système homogène ayant un déterminant absolument convergent z/. 
Pour que ce système possède une solution {x^y ^s^ • •) (distincte de 
la solution évidente x^ » 0, a;, «- 0, . .) satisfaisant à la condition 
(X), il faut et il suffit que l'on ait 

^ = 0. 

Cette condition supposée remplie, si tous les mineurs de jd d'ordre 
1, 2, . ., r — 1 sont nuls mais un certain mineur de jd d'ordre r\ 



(h • • K\ 
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n'est pas nul, alors les équations 

(10') Aj^X^ + Aj-^X^ + " ^ (/»'i,^.^<r) 

sont superflues (leurs premiers membres sont des expressions linéaires 
et homogènes par rapport aux premiers membres des autres équa- 
tions (10)). 

Les r inconnues 

restent indéterminées et les autres x^ s'expriment nécessairement par 
la formule 

(h • ' V\ (hh * ' K\ (h • • V-i*r\ 

Soit; en second lieu 
(11) A^Xj^ + A^x^ + . . = (7, u = 1, f, . .) 

un système non-homogène^ à déterminant ^ absolument convergent^ 
les Cj^ et les x^ étant respectivement assujettis aux conditions (C) 
et (X). Si ^ n'est pas nul, (11) a une solution unique savoir 

(12) 



^* = i 



(4 = 1,2,..) 



^j désignant ce que devient jd quand on y remplace la colonne k 

par les C^. 

Si au contraire ^ s'annule avec tous ses mineurs d'ordre 1; 2,, ,, 

r — 1 tandis que le mineur 

(h- V\ 

est différent de zéro, il y aura r solutions on il n'y aura aucune 
selon que les C^ satisfont ou ne satisfont pas aux r relations linéaires 
qui; d'après ce qui a été dit plus haut, ont lieu dans ce cas entre 
les premiers membres des équations (11). 

Je me borne à élucider ces énoncés par un seul exemple. Supposons 
la série double 



'i.^Jk\^ik\ 



convergente et considérons le système suivant 



(13) 



+ 00 



Xi+ ^^O.ik^h'^^ ^i' 



(< = 1, 2,..) 



isl 



Le déterminant du système: 

1 + ©«11, ojai,, . . 
(14) d{p) = œa 



il 7 



1 + œOjj, . . 
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est dans ce cas une fonction entière en co. H y anra^ en général, 
une solution unique (x^, x^j . .) satisfaisant à la condition (X): 

\Xj\<X (* = 1, 2,- 

savoir . 

ir;t = ^ (* = 1, 2, . .); 

il n'y aura exception que quand o est égal à un zéro de la fonction 
entière (14). Au bout de compte, le problème de résoudre le système 
infini donné est ramené à l'étude de cette fonction. 

3. Passons aux systèmes plus généraux où la théorie précédente 
n'est plus applicable. Le système résolu par M. Appell en fournit 
un exemple auquel on est conduit par une question d'analyse rela- 
tivement simple. Il est intéressant de se rendre compte en quoi se 
distingue la méthode de M. Appell de celle fondée sur les déter- 
minants infinis. Dans ceUe-ci, s'il s'agit par exemple d'un système (11) 
ayant un déterminant ^ absolument convergent et différent de zéro, 
on exprime chacun des Xj^ sous la forme 

4"' ^k 



c'est à dire par la limite d'un quotient où le dénominateur de même 
que le numérateur tend vers une limite déterminée. Dans le cas 
rencontré par M. Appell la solution est de la forme 

Xj, — lim — ,-: 

Mais ici ni ^1**, ni -J^**^ ne tendent vers une limite finie et déter- 
minée: le succès de la méthode de M. Appell réside dans le fait 
que le quotient néanmoins possède une limite. 

Après un intervalle d'environ vingt années, l'étude de systèmes ana- 
logues à celui de M. Appell a été reprise d'un point de vue non- 
veau par M. HiLBERT^) qui, par ses recherches sur l'équation inté- 
grale de M. Fbedholm, a été conduit à une théorie des formes 
quadratiques et bilinéaires à une infinité de variables et des systèmes 
d'équations linéaires correspondant. Plus tard la théorie édifiée par 
M. Hilbert a reçu des contributions importantes de la part de 

1) HiLBEBT : Chrundzûge einer allgemeinen Théorie der Unearen Integralgleichwngen. 
IV, V [Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen. Mathe- 
matÎBch-physikalische Klasse, 1906, p. 167 u. p. 440]. 

Wesen wnd Zide einer Anàlyais der unendlieh vielen wnabhdngigen VaHàbéln 
[Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 27, p. 69 (1909)]. 
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M. M. Hellinger^), Toeplitz^), E. Schmidt'), Hilb*) et d'autres. 
Je ne peux pas ici rendre compte de toute cette théorie déjà très vaste, 
je dois me borner aux résultats les plus importants relatifs à la 
résolution de systèmes infinis d'équations linéaires. Quelques notions 
sur les formes à une infinité de variables sont pourtant indispensables 
à cet objet. 
D'après M. Hilbert, la série double 

s'appelle une forme bîlinéaire en x^, x^, . . .; y^, y^y ... Cette forme 

est dite symétrique si l'on a 

A^^ Aj^^ (t,*=i,2...) 

et une forme bilinéaire symétrique A{Xyy) devient pour 

yi^x^ (1=1,2...) 

une forme quadratique ^^ 

en •c'-f • «(/o • > . * 

Une forme bilinéaire A(x,y) est dite iomée («beschrânkt») s'il existe 
ime constante positive M telle que l'on ait 

n 
i,k-l 

pour toute valeur de n et tant que les variables satisfont aux conditions 

1) E. HiLLiNGEB und 0. ToEPLiTz : Grundlagen fii/r eine Théorie der unendlichen 
Matrieen. [Nachxichten der K. Gesellscliafb der WisBenscIiaften zu GOttingen. 
Mathematisch-physikalische Klasse, 1906]. 

E. HELLiNaEB: Die Orthogonalinvarianten quadratiecher Formen von unendlich 
vielen Variàbeîn, Inaugural -Dissertation (GOttingen 1907). Neue Begriindung 
der Théorie quadratischer Formen von wnendlich vielen Verânderlichen, [Journal 
fur die reine und angewandte Mathematik^ Bd. 186 (1909)]. 

2) 0. ToBPLiTz : JDte Jacobische Transformation der quadrutischen Formen von wn- 
endlich vielen Verânderlichen. [Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu GOttingen. 1907, p. 101.] Zur Iransformation derScharen btlinearer Formen von 
unendlich vielen Verânderlichen [Ibid., p. 110]. Ûher die Auflosung unendlich viéler 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen C/n&eA:ann<en [Bendiconti delCircoloMate- 
matico di Falermo, t. 28, p. 88 (1909)]. 

3) E. ScHMiDT : tïber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Vnhékannten. [Ibid. t. 26, p. 68 (1908)]. 

4) E. Hilb: Ûber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbékannten. [Sitzungsberichte der physikalisch-medizinischen Sozietât in £r- 
langen, t. 40 (1908)]. 
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Pour que Aix^y) soit bornée il est nécessaire (mais il ne suffit 
pas) que chacune des séries 

et chacune des séries 



2\A^\^ (* = 1,2...) 

1=1 
soient convergentes. 

Une forme bornée A(x,y) est dite continue («yollstetig>) si l'on a 

lim A(x\y')--'A(x,y). 

quelle que soit la manière dont on fait tendre les variables 
vers les valeurs respectives 

En particutier, pour que A{x,y) soit continue, it suffit que la 
somme __, ,_, 

soit convergente. 

La forme dite <unité>: 

est un exemple d'une forme bornée mais non continue. 

Les définitions relatives aux formes quadratiques sont tout ana- 
logues. 

M. HiLBERT considère d'abord un système d'équations de la forme 

+ 00 

(16) x^— ^^^ik^k "^Vi ^' = ^' *' • -^ 

à coefficients réels a^ remplissant la condition de symétrie 

et tels que la forme quadratique 

(16) 2i2k(^ik^i^k 

soit bornée. Les y^ sont supposés réels et tels que la somme 2^yJ soit 
finie. 

Désignant par X^^\ X^^\ . ., l^^^ les zéros du déterminant 



(17) 



— Adji; 1 — ^^22? • •> ^^2n 



— ^^nV — ^^nS9 • •; 1 — ^^nn 
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M. HiLBERT étudie Fensemble de tons ces zéros (pour n ^ 1, 2, . .) 
et en déduit ce qu'il appelle le spectre discontinu («Punktspektrum») 
ainsi que le ^ectre continu («Streckenspektrum») de la forme (16). 

Les résultats peuvent alors s'énoncer ainsi. 

Soit 

(18) x':\x\ x':\i), . ., x':\x) 

la solution du système fini obtenu en soumettant le système donné 
(15) au procédé de M. Appell, savoir: 

n 

(19) x^ — ^^ctik^jk =- Jfi (•' = 1» 2» -. «)• 

Si X n'appartient pas au spectre de la forme (17); il existe une 

suite de nombres 

Mp »j, n^, . . 
tels que les expressions 

4-*)(A), 4"*^(A),... 

ont (pour Je = <x>) des limites finies et déterminées 

(20) X,(X), Z,(A),.. 
telles que la somme 

(21) Z» + Zî + • . . 
soit finie et que 

soit une solution du système donné (15); de plus (20) est la seule 
solution pour laquelle la somme (21) est finie. 

Enfin, pour le système homogène obtenu en annullant dans (15) 
les y^ M. HiLBEBT arrive à la conclusion suivante: 

Pour que le système 

+ 00 

Xf — ^2^ik^k ^^ (< = 1» 2, ..) 

ait une solution {x^, x^y . .) pour laquelle la somme 

X{ + Xl + '' 

est finie et non nulle, il faut et il suffit que X appartienne au spectre 
discontinu de la forme (16). 

La démonstration de l'existence des nombres n^ constitue la diffi- 
culté essentielle dans l'analyse de M. Hilbebt. Dans le cas parti- 
culier où Ton peut prendre 

ni^ = Jc. (* = i,a,..) 

on voit que la solution (20) coïncide avec celle qu'on obtiendrait 
par la méthode de M. Appell. 
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Les résultats précédents ont été, dans une certaine mesnre, complétés 

et simplifiés par M. Toeplitz. Soit 

+• 
(22) 2^ik^k — Vi (• = 1» *» • •> 

le système considéré. Les coefficients réels A^ sont supposés tels 
que la forme bilinéaire 

(23) 2i2Aik^iyk 

soit homée et les seconds membres des équations (22) sont assujettis 
à rendre la somme 

yi + y\ + " 

conyergente. Posons 

(24) B^-2AAh> ^»-S^wA* ('•* = »'*•) 

et formons les deux déterminants^) 

(25) I âik — XBik I f,* = i,2,..,n 

et 

(26) \dik — ACrt|/,jfc = i,2,..,n 

où l'on a mis 



_|0 pour i + h 



Alors les résultats de M. Toeplitz peuvent s'énoncer ainsi: 

Pour que le système (22) ait, pour des valeurs arbitraires des y^, 
une solution 

(27) (^1,^2,..) 
rendant la somme 

(28) xl + xl + '' 

finie, il faut et il suffit que les zéros A du déterminant (25) restent, 
quel que soit n, inférieurs à une constante positive. 

Cette condition étant supposée remplie, pour que (27) soit Vtmique 
solution rendent la somme (28) finie, il faut et il suffit que tous 
les zéros du déterminant (26) restent, quel que soit n, inférieurs à 
une constante positive. 

Pour calculer la solution dont il s'agit, faisons d'abord remarquer avec 
M. HiLBERT, que la solution du système (15) peut, tant que X reste 



1) En vertu de la propriété B^^^Bj^, Cf^^^Cj^ on sait que les zéros de 
chacun de ces déterminants sont tous réels ; on voit facilement qu'ils sont aussi 
positifs. 
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suffisamment petit en yaleur absolue ^ se représenter par le dével* 
loppement suivant 

(29) a;,«y, + Ail^^ + A'if^ + ... 

où fl) V7 

Passant au système (22) on met d'abord 

(30) ^i = XK^^ 
ce qui transforme (22) en le système suivant 



(m=2,8,..) 



(31) 






(< = 1,2,..) 



les JB*^ étant définis par (24). Si les A^ satisfont aux conditions 
nécessaires et suffisantes trouvées par M. Toeplitz^ un artifice in- 
génieux dû à M. HiLB permet de résoudre les * équations (31) par 
des développements analogues aux expressions (29) et dès lors la 
solution cherchée (a?i, iCj, . .) s'obtient moyennant (30). 

Il est peut-être encore plus simple d'appliquer la méthode de 
M. Appell. On peut démontrer, en effet, que cette méthode est, 
dans les conditions dont il s'agit ici, applicable au système (31). 
On trouve donc 



où 



W)^ 



Hm -^ 



^n ' ' ^In 



^n\ ' • ^nn 



£<«' = 



i>ll . . -^u-iJ/i-Ou + i • . -Din 



nn 



Ail • • AiA-lJ/n Aiifc + 1 • • -^r 

et par là les x^ se calculent moyennant (30). 

M. HiLBERT a consacré une étude approfondie au cas où les coeffi- 
cients A^ du système donné (22) sont tels que la forme bilinéaire 

(32) ^i^k^ijc^iVi - ^i^iVi 

non seulement est homée mais aussi contimis, La méthode de 
M. HiLBERT consiste en une extension au cas d'une forme quadra- 
tique bornée et continue d'une infinité de variables de la théorie de 
la transformation orthogonale d'une forme quadratique ordinaire. 



58 



Hélge von Koeh: 



Les résultats obtenus présentent un accord frappant avec ceux que 
j'ai énoncés plus haut relatifs à un système (11) ayant un déter- 
minant absolument convergent. Cette circonstance m'a fait penser 
que le système considéré par M. Hilbebt devait pouvoir^ comme 
dans ce cas là, être résolu par des déterminants infinis, ce qui non 
seulement serait important au point de vue théorique mais aussi pour 
le calcul numérique des solutions. J'ai constaté aussi qu'il en est 
ainsi dans le cas au moins où la série 

(33) • 2i2k\^ik - ^ik^ 

converge, cas qui joue un rôle important dans les recherches de 

M. Hilbebt sur les équations intégrales. 

4. Disons enfin quelques mots du cas le plus général, c'est-à-dire 
celui où les hypothèses sur les coefficients A^ sont si générales que 
possible. S'il s'agit de résoudre le système homogène 

+ 00 

{S) ^Ak^k ==0 (< = 1. 2. . •) 



il; = 1 



on peut, sans nuire à la généralité du problème, supposer que, pour 
toute valeur n, l'un au moins des déterminants d'ordre n de la matrice 



(34) 






Al -^nS • • An 



soit différent de zéro. Car, dans le cas contraire, l'une au moins des n 
équations 



+ 00 







{i = 1, 2, . ., n) 



serait une conséquence des autres équations et pourrait, par suite, 
être supprimée. 

Considérons donc un système {S) où cette condition est remplie 
et faisons une tentative d'en trouver la solution la plus générale 
c'est-à-dire toutes les valeurs des Xj^ qui rendent les séries 



+ 00 

2A^k 



(1 = 1, 2, . .) 



absolument convergentes et égales à zéro. 

Pour cela nous résolvons d'abord le système partiel (S„) qui con- 
siste de n équations. D'après la propriété admise de la matrice (34), 
si l'on désigne par 
(35) (4->, xf, . .) 
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la solution générale de (S^, il est clair que n de ces quantités pour- 
ront s'exprimer en fonction des autres, qui restent arbitraires. Toute 
solution de {S^^^ devant satisfaire à (8^ on est conduit à chercher 
la solution de (8) par un passage à la limite des x^^^ (pour n -• oo). 
Pour avoir l'expression des x^\ mettons dans le système (/SJ^). 



a?4 = ^ ^pkVi^ + Si ; 



v^l 



(36) 

on voit que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence 
absolue de chaque série a^, c'est que chacune des séries suivantes 
doit converger: 
(37) :2,\Aj* (*-i.v.) 

et que y cette condition supposée remplie, le système (SJ se réduit 
au suivant « 



^^ikVk-'^i 



(i =1 1, 2, . ., n) 



ifcsl 



OÙ l'on a posé, pour abréger 



V, 



krzl 



On voit que les y^ deviennent parfaitement déterminés en fonction 
des 1^ qui restent arbitraires. Les expressions ainsi obtenues combinées 
avec les formules (36) donnent pour solution générale du système (SJ: 



(38) 



où 



+ 00 



X 



in) 






^11 • • ^Ifi-^ly 



-^U • • ^nk ^kv 



(* = 1, J,..) 



1 1 pour i « 1/ 



(39) 



B. 



0=11 



a 



In 



^nl • • "'n» 



Pour i 



1, §y = (v + ç) on obtient la solution particulière 

*ii • • "h.n-^f 



(40) 



X 



(n) 



1 



n 



-^It • • ^nk ^k(f 



(* = 1, S,..) 



1) Dans ce qui suit A désigne généralement la quantité conjuguéeà A de 
sorte que AÂ =» | AI '. 
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et la question se réduit à la recherche des valeurs limites de ces 
expressions (pour n — cx>). 

M. E. ScHMmx^) a étudié un système de la forme (S) dans cette 
hypothèse que chacune des séries 

-^*i-4^r (<=i, 2,..) 

soit convergente. Par une méthode analogue à celle qui lui avait 
servi dans ses recherches sur les équations intégrales^ et en s'appuy- 
ant sur une recherche importante de M. Gram^, M. Schmidt a été 
conduit justement à ces expressions (40); il en a démontré leur con- 
vergence vers des limites déterminées qui satisfont au système con- 
sidéré et en a déduit la solution régulière la plus générale (en nommant 
régulière toute solution pour laquelle la somme 

(41) |a,J»+k,|*+--- 

converge). Ensuite^ il a étudié le cas d'un système non-homogène 
et a donné en particulier des expressions pour celle des solutions 
qui rend la somme (41) si petite que possible. La condition nécessaire 
et suffisante pour que x^^Oy X2'^0, .. soit la seule solution régulière 
du système homogène (S) s'exprime^ d'après M. Schmidt^ sous la 
forme suivante: 



(42) lim i- 

n = 00 n 



^11 • • ^l»-^i 






(V » 1, ï, . .) 



Malgré la beauté de ces résultats^ il faut remarquer qu'il ne fournis- 
sent paS; même dans des cas assez simples^ de méthode pour calculer 
effectivement la solution ou pour déterminer sa multiplicité. Pour 
s'en faire une idée^ on peut considérer le cas où le déterminant des 
Afi^ converge absolument d'après la règle de convergence que j'ai 
énoncée plus haut. 

Désignant par ^ la valeur du déterminant des A^j^ on trouve d'abord 

lim 2). = ^«. 



nsseo 



Donc, dans le cas où ^ = 0, on voit que le numérateur et le déno- 
minateur dans l'expression (40) tendent vers zéro de sorte qu'on ne 
peut pas, en général, décider si la valeur limite est zéro ou non. Il 

1) Mém. cité au n° 8. 

2) J. P. Gram: Ûber die Entwickélung reeîler Functionen in Eeihen mitteîst 
der Méthode der Tdeinsten Quadrate [Journal fur die leine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 94 (1883)]. 
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en est de même de rexpression (42) c'est-à-dire on ne peut pas par 
cette voie décider si le système (S) possède ou non une solution 
régulière. Dans ce cas on sait pourtant^ d'après la théorie des déter- 
minants infinis^ que le système (S) possède certainement une solution 
régulière (et même r solutions indépendantes, si les mineurs de /d 
d'ordre 1, 2, . . , r — 1 s'évanouissent). 

Si -^ + 0, la théorie des déterminants infinis nous assure que (x^=0^ 
ii?2 = 0, . .) est Tunique solution régulière du système; pour arriver 
à la même conclusion par l'application de (42), il faudrait démontrer 
que toutes ces valeurs limites sont = 0. 

En général on pourra dire que, pour l'étude d'un système d'équations 
ayant un déterminant absolument convergent, on doit se servir de la 
théorie des déterminants infinis. Dans le cas contraire il faut se servir, 
selon les cas, des méthodes de M.M. Appell, Hilbert, Toeplitz, Hilb 
ou E. ScHMiDT. Mais il y a là encore de lacunes difficiles à combler 
soit au point de vue théorique, soit en vue des applications numériques. 

L'objet de cette conférence a été de donner une vue sur les travaux 
relatifs à la résolution de systèmes d'une infinité d'équations linéaires 
à une infinité d'inconnues. Si elle n'était devenue déjà trop longue, 
j'aurais voulu donner un aperçu des applications de la théorie. Main- 
tenant je dois me borner à en citer quelques parties de l'Analyse où 
elle s'est montrée féconde: Théorie des équations diflférentielles linéaires 
(développements en séries trigonométriques, en séries de Laurent, 
en séries convergentes dans toute l'étendue du plan; problèmes de 
Eiemann et FuCHS, représentation des intégrales irrégulières, existence 
d'intégrales régulières, d'intégrales méromorphes ou uniformes dans 
le voisinage d'un point ou dans toute l'étendue du plan; systèmes 
d'équations différentielles linéaires simultanées, en nombre n ou en 
nombre infini); Convergence des fractions continues; Théorie de 
l'équation fonctionnelle étudiée par M. EÔNIGS; Théorie des équations 
linéaires aux dérivées partielles; Théorie des équations intégrales. Les 
diverses applications conduisent, en général, à des types différents de 
systèmes d'équations; par là on est, dans une certaine mesure, guidé 
quand il faut choisir, dans la multitude infinie de types, ceux qu'on 
doit étudier. Mais on peut dire, en grands traits, qu'à tout progrès 
réalisé dans la théorie des systèmes d'une infinité d'équations à une 
infiilité d'inconnues correspond un progrès dans la théorie des équa- 
tions différentielles ou fonctionnelles. 



Sur les singnlarités réelles dans le problème des 

trois corps. 

Par Karl F. Sundmak. 

Considérons trois corps Pf^P^yP^j qui se meuvent suivant la loi 
de Newton. Soient a:^, y^, z^ les coordonnées du corps P^ par rapport 
à trois axes rectangulaires passant par le centre commun de gravité 
des trois corps. Pour déterminer ces coordonnées on a les équations 
différentielles suivantes 



(1) 



dx 



l 



dt 

dt 
de 






Vi 



dt 






dx^ 
lit 

dt 

dz' 

i 

dt 






(< = 0,1,J), 



où t désigne le temps et x^^yl^zl, les projections sur les trois axes 
des coordonnées de la vitesse du corps P^ par rapport à l'origine 
des coordonnées. En supposant la constante de Gauss égale à l'unité^ 
on a 



(2) 
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et en changeant partout dans ces égalités X^ et x^ contre Y^ et y^ ou 
contre Z^ et ;er, on obtiendra respectivement des expressions (2 6is) 
et (2 ter) de F^ et de Z^ Nous avons désigné par m^ la masse du 
corps P^ et par r^, r^, r^ les distances PiP^, -Pj^o ®^ -^oA' 

On connaît dix intégrales du système (1) savoir: les six intégrales 
du mouvement du centre de gravité^ qui^ dans nos notations^ s'écriront 

Im^XQ + m^x^ + m^x^ — 0, 
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m^XQ + m^x^ + m^x^ - 0, 


(4) 


^0^0 + %yi + '^iV't -- 0^ 




^0^0 + ^1^1 + %^i =" 0; 


les trois intégrales des aires 






(5) 


• = 2 
« = 




t = 2 



et l'tM^^oZe <2f5 forces vives 

(6) Sm.C*;» + y'* + <«) - ?^-^ - ^^î^^ - ^-^î?!^ - - Z. 

« = ''0 ''1 ''î 

Toutes les tentatives qu'on a fait pour découTrir de nouvelles inté- 
grales ont été vaines. Au contraire MM. Bruns et Poincabé ont 
montré qu'il n'existe pas d'autres intégrales indépendantes 

^ipi } Vo ^v ^t} y'v ^i) =" constante 

du système (1) que les dix précédentes, quand la fonction F est 
supposée avoir certaines formes très générales. Dans ces conditions 
il paraît peu vraisemblable qu'il vaille la peine d'essayer d'avancer 
la solution générale du système (1) par la recherche d'intégrales 
nouvelles. 

Parmi les autres moyens auxquels on peut songer, on devra 
placer en premier lieu l'étude des inconnues des équations différen- 
tielles (1) considérées comme fonctions de t On aura alors un pro- 
blème purement analytique, où les variables et notamment t peuvent 
admettre des valeurs tant réelles que complexes. Si les inconnues 
^o Vif ^ij ^if y[y K admettent des valeurs réelles pour une valeur 
réelle donnée de t, il suit immédiatement des équations (1) que les- 
dites inconnues resteront réelles, quand t varie par des valeurs réelles, 
du moins tant que les inconnues restent des fonctions régulières de ^, 
et alors x^y y^, z^ peuvent toujours être considérés comme les coor- 
données de trois corps qui se meuvent suivant la loi de Newton. 
On voit par là quel intérêt il y a à étudier avant tout les singularités 
que peuvent présenter les fonctions a?^, y^, z^, x[j y', z^ pour les valeurs 
réelles de t. C'est de ce point de vue que le problème fut traité 
par M. Painlevé dans ses leçons professées à Stockholm. 
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En vertu des expressions 


(7) 





\r, - Vix, - x,y.+ {y, - y,)' + {z, - g.f 

et des égalités (2), (2 bis), (2 ter) on peut, d'après la théorie générale 
des équations différentielles, conclure des équations (1) que les fonc- 
tions x^, y^y £f^y x[, y'., z\ seront des fonctions régulières de t au voi- 
sinage de chaque valeur t^ di^ t où les trois distances r^, r^, r^ sont 
plus grandes que zéro. Nous supposerons que les quantités x^, y^y z^, 
x\y y\j z[ ont respectivement les valeurs réelles, finies et déterminées 
^?; y?? ^; ^'^1 y'i^y ^i^ à rinstant initial, que nous pouvons évidemment 
supposer avoir lieu pour < =- 0« Afin que les x^, y^ - - - soient des 
fonctions régulières de t au voisinage de ^ =» nous supposerons de 
plus que les valeurs x^, yj, j2f9 sont telles que les distances Tq, r^, r^ 
soient toutes plus grandes que zéro pour ^ » 0, et alors on tire des 
égalités (5) et (6) que les constantes d'intégration Cq, q, c^ et K sont 
réelles, finies et déterminées. 

Cela posé, nous pouvons énoncer de la manière suivante la con- 
dition pour qu'une singularité se produise dans le mouvement des 
trois corps: 

Si les masses m^, m^, m^ sont toutes plus grandes que zéro et si les 
quantités x^, y^, z^y x\j y/, z\ sont des fonctions régulières de t, quand 
t varie par des valeurs réelles de t^O à la valeur réelle et finie 
t ^t^, mais qu^une d'elles au moins cesse dléire régulière pour t -= f^, 
on aura 
(8) limr„=0, 

r^ désignant la plus petite des distances r^, r^, r,. 

En effet, si cette égalité nétait pas vraie, il existerait une contante 
positive h telle qu'on eût 

pour un certain instant t^ compris entre ^^ — a et ^, et cela quelque 
petit que soit le nombre positif b. Les fonctions x^, y^ . . . étant 
par hypothèse régulières pour t = ^0, on peut les développer suivant 
les puissances de ^ ~ t^. Comme r^>h et que les masses sont 
supposées toutes plus grandes que zéro, on tire de l'équation (6) 
une limite supérieure finie des quantités x^, y/, z^. De la dé- 
monstration bien connue du théorème de Cauchy sur l'existence d'une 
solution d'un système d'équations tel que (1), on peut donc conclure 
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que les rayons de convergence des déyeloppements en question ad- 
mettent une limite inférieure x qui est plus grande que zéro. D'un 
autre côte, une au moins des fonctions x^j y^^ . . . cessant par hypothèse 
d'être régulière pour t =» t^, le rayon de convergence du développement 
correspondant sera au plus égal à | ^i — ^o I ®^ P^^ mvie inférieure à ë. 

Gela implique une contradiction, si l'on a choisi c < x, et le 
théorème est donc démontré. 

M. Pâinlevé remarqua qu'on n'avait pas du tout démontré que 
r^ désigne une seule et même distance quand t tend vers t^. En 
étudiant de plus près les cas possibles, il trouva que, quand t tend 
vers ^^, il ne peut se présenter que l'un des deux cas suivants, à 
savoir: 

1®) Une des distances r^, r^, r^ tend constamment vers zéro et les 
deux autres tendent vers une valeur finie et déterminée. 

2®) Les distances r^, r^, r, tendent toutes vers zéro. 

Quand la distance entre deux corps tend vers zéro, on dit qu'ils 
se choquent. 

M. Pâinlevé montra encore combien il est important de trouver 
les conditions à remplir par les valeurs initiales de a?,., t^^ . . . pour qu'un 
tel choc ait lieu à un instant fini ^ ou non. Si ce moment t^ 
n'existe pas, le mouvement des trois corps sera régulier pour toutes 
les valeurs de t depuis ^ == jusqu'à l'infini. En vertu des résultats 
de M. Mittao-Leffler sur la représentation des branches monogènes 
des fonctions analytiques par des séries de polynômes, on trouve 
aisément que les coordonnées x^ y^ z^ se laissent développer en séries 
de ce genre, qui convergent dans l'intervalle avant et après ^ =» 
où le mouvement reste régulier. Pour savoir les limites de la 
validité de ces développements il était indispensable, de pouvoir déter- 
miner t^, les circonstances initiales étant données. 



La question des conditions à remplir pour qu'un choc ait lieu fat 
plus tard étudiée par M. Levi-Civita, dans le cas spécial des trois 
corps dit «problème restreint'^ Dans ce cas deux des corps, soient 
Pq et Pj, décrivent d'un mouvement uniforme deux circonférences 
concentriques autour de leur centre commun de gravité, et dans leur 
plan se meut le troisième corps, dont la masse m^ est supposée nulle. 
Le mouvement des corps P^ et P^ est parfaitement connu et régulier 
pour toutes les valeurs réelles du temps. Ainsi que dans le cas gé- 
néral, le mouvement du corps P^ cessera d'être régulier quand 
l'égalité (8) a lieu, t tendant vers une valeur t^ La démonstration 
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donnée dans le cas général n'est pourtant pas valable dans notre 
cas spécial^ car^ m^ étant nul^ on ne peut tirer de l'égalité (6) nne 
limite supérieure des x^, y'^y js^, comme dans le cas général. Mais 
dans le problème restreint on connaît encore l'intégrale dite de 
JacobI; dont on peut faire usage au lieu de (6) dans la démonstration. 
Dans le problème restreint on voit immédiatement que r^y dans 
l'égalité (8), ne peut être que Tune ou l'autre des distances r^ ou r^. 
M. Levi-Civita a démontré l'existence de deux fonctions Uq et u^ 
entre les coordonnées du corps Pg et leurs dérivées, telles que 

Wq « ou t*! = 

est la condition pour que Tq ou r^ tendent respectivement vers zéro 
quand t tend vers une valeur finie t^. Les fonctions Uq et u^ sont 

développables suivant les puissances de Ytq et "j/r^ respectivement, 
et M. Levi-Civita a même calculé les trois premiers termes de ces 
développements. Malbeureusement les rayons de convergence de ces 
séries sont petits et les fonctions Uq et u^ seront certainement très 
compliquées et pas même uniformes pour des valeurs assez grandes 

de Ytq et yï^. 

Revenons au cas général des trois corps. Les conditions qui en- 
traînent un choc et les trajectoires le long desquelles deux des trois 
corps se choquent furent étudiées par M. Bisconcini dans le cas 
où deux seulement des corps se choquent à l'instant t^, tandis que 
leurs distances au troisième tendent vers une limita plus grande que 
zéro quand t tend vers ^j. En suivant la voie tracée par M. Levi- 
Civita, il démontra les prévisions de M. Painlevé, que les conditions 
initiales qui entraînent un choc entre deux des corps au bout d'un 
temps fini satisfont à deux relations analytiques distinctes (qui se 
réduisent à une dans le cas du mouvement plan). Soient par exemple 
Z7i =- et r/j = les deux relations qui déterminent un choc entre 
les corps Pq et P^. Alors M. Bisconcini démontre que Ui et Î7,, 
ainsi que les coordonnées et le temps, sont développables suivant 

les puissances de j/r,. Ces séries convergent seulement tant que lYr^l 
est suffisamment petit et, par suite, ne peuvent permettre de décider 
si un choc aura lieu ou non entre Pq et P^ au bout d'un temps 
fini que si rg à l'instant initial est suffisamment petit. 

On doit encore remarquer que M. BiscONCmi, pour obtenir ces 
résultats, avait fait l'hypothèse que la vitesse angulaire du rayon 
vecteur entre les deux corps qui se choquent reste finie quand t 
tend vers t^. La limitation qui en résulterait dans les résultats de 
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M. BiSCONCiNi n'est pourtant qu'apparente^ car j'ai démontré plus 
tard que l'hypothèse en question est toujours vraie. 

Si j'ajoute que dans ses recherches M. Bisconcini a supposé im- 
plicitement que les masses des trois corps sont toutes plus grandes 
que zérO; c'est pour rappeler que le problème général où une des 
trois masses est nulle n'a pas encore été l'objet de recherches. 
Dans ce problème général^ one connaît pas d'intégrale^ au moyen de 
laquelle on pourrait tirer la vitesse du corps dont la masse est 
nulle^ comme on l'a fait au moyen de l'intégrale de Jakobi dans le 
cas du problème restreint. En général on trouve que le cas où les 
masses sont toutes plus grandes que zéro montre des propriétés 
essentielles qu'on ne retrouve pas quand une des masses est nulle. 
A vrai dire^ quand une des masses est nulle^ le problème ne peut 
être considéré comme appartenant au problème des trois corps qu'au 
point de vue purement formel. 



Le cas où toutes les distances tendent vers zéro quand t tend vers 
une valeur finie t^ est le plus compliqué de tous. Il n'est pas encore 
résolu. Néanmoins j'ai réussi à démontrer quelques propositions 
assez générales^ dont je rendrai ici brièvement compte. 

Je suppose explicitement que les masses des trois corps sont toutes 
plus grandes que zéro. Posons 

(9) M^m, + m, + m„ K-^^^^, 

(10) £7 = Jf(-i- + -i- + -i-), 

(11) iî-T/ri + n + îi. 

^ ^ r i»o Wj m. 

Dans ses recherches sur le problème des trois corps ^ Laorange 
a établi une formule qui, avec nos notations^ peut s'écrire 

(12) ^' = 2(Ï7-Z) 

OU 

Je transforme l'équation (6) et lui donne la forme remarquable 

(13) i^\p^2U-K, 

OÙ P est une fonction ^ qui peut de plusieurs manières se mettre 

sous la forme d'une somme de carrés positifs. Tant que t varie 

6* 
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par des yaleurs réelles, on aura par suite toujours le résultat im- 
portant que 

(14) P^O. 

En combinant les formules (12 bis) et (13) on a entre autres 
l'égaUté 

(15) 2B'g4-{^'+K^P, 

Pour fixer les idées nous supposerons dès maintenant que 

d'où il suit que t variera de à ^^ en croissant. D'après (10) et 
(11) on aura dans le cas que nous considérons 

(16) UmB = 0, 

(17) lim£7= + oo 

et par suite depuis un certain instant t^ — d^ avant ^ constamment 

En vertu de l'équation (12) il suit que -^ croît constamment dans 

l'intervalle de t^ — S^^ à t^. On en conclut que -jr- — 2B -jr < 

dans cet intervalle, car autrement on ne pourrait pas avoir 12 » 
pour t^ty B étant positif, on a ainsi 

(18) ^^f < 

dans l'intervalle de ^i — ^i à t^. 

Au moyen de l'équation (15) on trouve que 

et, selon (14) et (18), la quantité 

« - Hwï+ ^^ 

décroît ou du moins ne croît pas dans l'intervalle de t^— ô^ à t^. 
Mais on voit que Q est toujours plus grand que la quantité KR 
qui tend vers zéro quand t tend vers ^; Q tendra par suite vers 
une limite déterminée et nous pouvons écrire 

lim Ç = -4-, 

< = <, 

où A est une quantité positive, comme on le trouve aisément. D'après 
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■ 

(18), on peut introduire R au lieu de t comme variable dans l'inter- 
valle de f| — - dj à ^. En intégrant (19) on a alors Téquation 

R 

(20) B (^' +KR^A+ fpdR, 



dR 
tant que R est suffisamment petit. En éliminant -^ entre (13) et 

(20), nous obtenons l'égalité 

(21) 2RU^A + PIi+fFdJt. 



En éliminant encore -^ entre Féquation (20) et l'équation 

R 

R'(^^^+R^K^C2RUdR, 



qu'on tire aisément de l'égalité (12bi$)y nous trouvons l'équation 
remarquable 



(22) A +JpdR - ^ Ji 



R R 

2RUdR. 





En faisant usage des équations (10), (14), (20), (21) et (22) j'ai 

démontré que l'on a 

lim2RU^A 

ou, selon (21), 

(23) lim PR^O 

et, en considérant les différents termes positifs dont se compose P, 
j'obtiens que les membres gauches des équations (5) tendent vers zéro, 
quand t tend vers t^, d'où résulte que 

(24) Co=Ci=C2=0. 

Nous avons ainsi le théorème: 

Si, dans le problème des trois corps, les corps viennent tous se choquer 
en un même point de l'espace, les constantes des aires dans leur mour 
vement par rapport à leur centre commun de gravité sont égaies à zéro. 

De cette proposition suit encore que les trois corps se meuvent tour 
jours dans wn même plan passant par leur centre commun ds gravité. 

En faisant usage de l'équation (23), j'ai de plus démontré la pro- 
position: 

Si les trois corps se choquent en un même point de l'espace, ils 
tendront, à mesure qu'Us s'approchent, de plus en plus ou bien à former 
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un triangle équUatèral ou bien à se ranger en ligne droite, leurs 
distances mutuelles tendant vers des rapports déterminées qui ne dépendent 
que de leurs masses. 

Nous admettrons dès à présent que les constantes des aires Cq, 
Cij c^ ne sont pas toutes égales à zéro. D'après les résultats précédents^ 
nous savons alors que les seules singularités dans le mouvement des 
trois corps qui peuvent avoir Ueu en temps fini sont des chocs entre 
deux seulement des corps. Pour obtenir une représentation des 
coordonnées valable pour toutes les valeurs réelles de t, j'ai entrepris 
une recherche minutieuse de ces singukrités. 

Supposons^ pour fixer les notations^ que les corps P^ et P^ se 
choquent à l'instant t^. Au lieu de x^, y^j e^ nous prendrons comme 
variables x, y, z les coordonnées rectangulaires de P^ par rapport 
à Pq et %, % % les coordonnées rectangulaires de P, par rapport au 

centre de gravité des corps P^, et P^. Ecrivant encore r =- ^x^ + y^ + ^ 
au lieu de r^, on aura pour déterminer x, y, z, |; >;, g les équations 

à*y , (»»o+»»»i)y 



(25) 



dt 



+ 5^.=^ - 2 — ».<â + s) + ".5(3 - ^) 



dt* 
dt* 



où 






^i .. ^0 



A =» r — , u = r 

Wo +mi' ^ mo + 1»! 

En introduisant enfin au lieu de t la variable u définie par l'égalité 



u 



(26) t-t^^frdu, 



où <Q désigne une valeur de t entre et t^ et suffisamment près 
de ^1, on trouve que le système des équations (25) et (26) peut être 
remplacé par le système suivant 
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(27) 



C'i ri', ^-r^, 



dti 

dr\ 
du 



= rri 



du 



rH, 



dS ç,, di* j-g. 



du 

dx , 

du ' 

dy , 

du^y ^ 

dz , 

du ' 

dr / 



du 

dx^ 
du 

dy 
du 

dz' 
du 






où Ton a posé 



doL 



= X-TY + LXy 



du 



%' 



X 



dr' 
du 


^0 + 


mi + rL 


; 


dt 
du^'^' 


de 
^ dt' 


V 


dr\ 
^ dt' 


g' 


"" dt' 


dx 

dt ' 


^ y 


^ dt' 


z' 


dz 
"^df 


rtÊ 


r'x' 


— (Wo + w 


i)« 



a = 






y = ^^ ; 






L^xX + yY+zZ+ ^2(1^0+ Wi)( 



Wq Wj m. 









Le système (27) est plus général que le système (25). Pourtant, 
si Ton considère une solution du système (27) où les inconnues ad- 
mettent les mêmes valeurs pour w =* que pour t^t^ dans le système 
(25), les inconnues des deux systèmes auront toujours les mêmes 
valeurs pour les valeurs correspondantes de u et t 

On démontre que u, S, iy, g, S', ^'; S', ce, /S, y tendent vers des valeurs 
finies et déterminées w^, |i, %, Ç^, l^', i^j, g^, a^, /îj, y^ et que ic, y, z, r',Xyy\z' 
tendent vers zéro, quand t tend vers t^, d'où résulte aisément que le 
système (27) est régulier au point u^u^. 
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D'après le théorème de Gaucht sur Texsisteiice des intégrales 
d'un système d'équations diflférentielles^ nous pouvons affirmer que 
les solutions du système (27) sont développables en séries suivant 
les puissances de u — u^, et on trouve aisément une quantité Q^ telle 
que les séries convergent tant que 

Les premiers termes de ces développements sont 

^S = Il H , V "-Vi + '-y Ç =- ?i + • • -, 

r = 61 + • • •; ^' = -ï?! H ; Ê' - Êi + • • -, 

a =* «1 + • • -, /î = A + • • V y = yi H — ; 



(28) 



2 

y ^---Y^ x{^ - ^if + • "y y'- (^o + ^)x(^-^i)+"'f 

z = ^' g ' ?(^(^ — Wi)* H , ^' = (^0 + %)9(î* — «*i) H ? 

y =- ^° 2 ' (W — î^l)^H ; y-' = (^0 + ^1) («* — Wi)H , 

(29) t^t,^^hà^(y,^^^y^...^ 

où ^, ;|r, ^ désignent trois constantes réelles, qui vérifient l'égalité 

De l'équation (29) on peut tirer w — «^ sous forme d'une série 

suivant les puissances entières et positives de (i — i^^ et, en sub- 
stituant cette série au lieu de u — u^ dans les formules (28), on 
trouve que les quantités §,72,5,... sont aussi toutes développables 

suivant les puissances entières et positives de (t — ^1)8^ du moins 
tant que |^ — t^l reste plus petit qu^une certaine quantité positive 6^. 
Les quantités |, i;, g, . . . considérées comme fonctions de t admettent 
donc t=^t^ comme un point singulier algébrique autour duquel se 
permutent circulairement trois branches de chacune de ces fonctions. 
Par les séries ainsi obtenues nous pouvons, en particulier, calculer 
les valeurs des quantités |, iy, g, . . ., r, a;, y, ^, . . . dans le mouvement 
considéré pour chaque valeur réelle de t comprise dans l'intervalle 
de ^1 — - «1 à ty Mais ces mêmes séries nous permettront encore de 
définir une continuation du mouvement de nos corps après le choc. 
H n'existe qu'une seule continuation réelle, et elle s'obtient en donnant 
à t des valeurs réelles et plus grandes que t^ et en choisissant la 
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détermination réelle de (t — t^J^, En le faisant^ on aura des valeurs 
réelles de Ç, Vyiy ' - •; ^; ^yVy ^y * - - V^^y d'après le principe du pro- 
longement analytique, satisfont aux équations du mouvement et à 
leurs intégrales du moins dans l'intervalle de ^ à ^ + f^. De même 
on aura 

r* =- a;* + y* + z^ 

après comme avant ^, et comme, en vertu de l'expression de r dans 
(28), la quantité r est positive après ^j, on voit qu'elle représentera 
encore la distance PoPi, ainsi qu'il doit être si nous voulons donner 
une signification réelle aux trajectoires des points après le choc. 

D'une manière analogue nous pouvons définir une continuation du 
mouvement des corps après un choc entre les corps Pj et P, ou 
entre Pj et P^. 

Les constantes des aires étant les mêmes dans le mouvement après 
comme avant un choc, on voit aisément qu'une nouvelle singularité 
réelle n'aura lieu après t^ que si une des distances tend vers zéro 
et les deux autres distances vers une valeur plus grande que zéro, 
quand t tend vers une valeur t^. En étudiant le mouvement au 
voisinage de l'instant ^ de la même manière que dans le voisinage 
de t^y on trouve de nouveau qu'on peut définir une et une seule 
continuation réelle du mouvement après ^2* De la même manière 
on pourra continuer les orbites des corps (qui ne sont plus que des 
corps idéaux) après chaque nouveau choc. 

Supposons que les chocs successifs aient lieu aux instants 

Hy *2; ^8; • • • *v? • • • 

Une question importante est celle-ci: peut-on continuer le mouvement 
jusqu'à des valeurs de t aussi grandes qu'on veut? La réponse est 
affirmative. En effet, au cas contraire on aurait 

(30) lim t^ - ?, 

où t est fini. Si cette égalité était vraie, on aurait aussi 

Je démontre aisément que la dernière égalité a pour conséquence que 

(31) lim iî = 0, 

OÙ 22 est la quantité déjà considérée. 
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Si, comme nous Fayons supposé^ les constantes des aires ne sont 
pas toutes nulles, la quantité 

(^^> f' = («»Sb-) ^» + '* + '» 

sera positive, et on trouve aisément que la quantité P peut être 
mise sous la forme 

(33) P~-Ç, + F, 

où 

(34) F'^0. 
En posant 

(35) H^R(^'+KB + Ç, 

on tire des équations (15) et (33) que 

(36) f-4f 

Il suit de (12) et (31) qu'il existe avant t un intervalle soit de 

t-- d ht, où constamment -jr ^ 0, de sorte qu'on aura, d'après (34) 

«t (36), as 

dans le même intervalle. Mais comme, selon (35), H est plus grand 
que la quantité KB^ qui tend vers zéro quand t tend vers ?, on en 
conclut que H tend vers une valeur finie quand t tend vers ?, ce 
qui est en contradiction avec l'expression (35) qui montre que H 
tend vers l'infini quand t tend vers t. Donc l'équation (31) et par 
suite l'équation (30j ne sont pas vraies, d'où il suit qu'on peut uni- 
voquement continuer le mouvement de la manière indiquée jusqu'à 
des valeurs du temps aussi grandes qu'on veut. 

Nous avons considéré le mouvement quand t croit depuis ^ = 0; 
en faisant décroître ty on trouve un résultat analogue relatif au 
mouvement avant ^ = 0. Le mouvement est ainsi bien défini entre 
^ = — <x>et/ = + (X). 

En étudiant les variations de H au moyen des équations (34), 
(35) et (36), j'ai trouvé et déterminé une limite positive au dessous 
de laquelle la quantité R ne descend jamais, d'où résulte la propo- 
sition remarquable: 

Les conditions initiales étant tdles que les constantes des aires ne 
sont pas ntUles toutes les trois, on pourra détermina une longueur 
Z(> 0) tdle que les deux plus grandes des distances entre les corps 
restent constamment supériewres à l. 
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Nos recherches sur les rayons de convergence en chaque point 
du mouvement nous ont conduit au résultat suivant: 
JEn introduisant une vcmahle œ par V^uation 

dt^\l— e'ijil - 6"t)(i - e''ijd(D 

avec la condition que cd = pomr t ^0, les coordonnées des trois corps, 

leurs distances mutuelles et le temps sont des fonctions régulières de œ 

dans une bande de largeur 2 SI comprise entre deux droites pardUMes 

à Taxe réel et symétriques par rapport à cet axe, SI désignant une 

quantité positive qylon peut trouver quand les conditions initiales sont 

données. A chaque valeur réelle de œ correspond une valeur réelle de t 

et réciproquement. Quand t varie de — oo à + oo la variable <o varie 

aussi de — oo à + oo. 

En introduisant une nouvelle variable par la transformation bien 

connue 

2û , l+r 

7t ® 1 — t 

x 

OU; ce qui revient au même, en posant 

rf,_'-|(l_.-T-)(l_.-9)(l_.-?)j^V. 

avec la condition que r = pour f = 0, nous avons ce théorème 
remarquable: 

Si, dans le problème des trois corps, les constantes des aires ne sont 
pas tourtes nulles, on peut, les conditions initiales étant données, trouver 
deux constantes l et SI, telles que, si Von introduit au lieu de t la 
variable t définie ci-dessus, les coordonnées des trois corps, leurs distances 
mutuelles et le temps seront dévehppables en séries suivant les puissances 
entières de r, qui convergent pour |'r|< 1 et représentent le mouvement 
pour tous les temps, quels que soient les chocs qui se produisent entre 
les corps, pourvu que Von convienne de continuer le mouvement après 
un choc de la façon indiquée plus haut. 

On peut calculer les termes de ces sériées en différentiant par 
rapport à t les équations différentielles du mouvement. 



De rapplication des mathématiques aux questions 

météorologiques. 

Par V. Bjerknes. 

Tous les phénomènes météorologiques sont de nature mécanique 
ou physique. La météorologie se réduira donc nécessairement un 
jour à des problèmes de mécanique et de physique appliquée. Elle 
rentrera ainsi nécessairement dans le domaine des mathématiques^ en 
tant que nous savons traiter mathématiquement les phénomènes 
mécaniques ou physiques en question. 

Les premiers pas vers l'étude rationnelle des phénomènes météoro- 
logiques ont été faits par Hallet^ qui a indiqué la cause physique 
des vents alises, et par Hadlet, qui a donné la cause mécanique 
ou plutôt cinématique de la déviation de ces vents. Le grand oeuvre 
du siècle passé a été Torganisation des réseaux d'observation et la 
discussion préliminaire des résultats, achevée surtout au point de 
vue climatologique Mais, à côté de ce travail pratique, bien des re- 
cherches théoriques ont été exécutées. Il suffit de mentionner des 
noms comme ceux de Ferrel, Guldberg et Mohn, y. Helmholtz, 
Hertz, y. Bezold. Ces travaux consistent en partie en des intégra- 
tions des équations hydrodynamiques dans des cas spéciaux qui se rap- 
prochent plus ou moins de ceux qu'on rencontre réellement, et en partie 
en des discussions thermodynamiques. Ces travaux ont contribué 
beaucoup à l'explication générale des phénomènes atmosphériques. 
Mais pour arriver à des cas intégrables, on a été obligé d'idéaliser 
les problèmes d'une manière telle que la correspondance avec les 
vrais phénomènes de la nature est devenue tout à fait schématique, 
et on n'a jamais osé discuter la question de l'action combinée de 
tous les éléments d'ordre dynamique et thermodynamique. 

Dans quelle mesure restreinte la coopération entre les sciences de 
la météorologie et de l'hydrodynamique a été préparée, c'est ce qui 
se voit d'une manière frappante, si l'on se rappelle le fait suivant. 
On expose généralement comme étant les théorèmes les plus généraux 
de l'hydrodynamique ceux de y. Helmholtz sur la conservation des 
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tourbillons. Dans le fluide dont s'occupent les mathématiciens^ il 
n'y a ainsi ni création ni anéantissement de tourbillons, tandis que 
dans l'atmosphère il y a une création incessante et un anéantissement 
incessant de tourbillons. Il est très-étrange, en effet, que Y. Helm- 
HOLTZ lui-même, qui s'intéressait si vivement à la météorologie, n'a 
jamais fait le petit pas que sépare ses théorèmes spéciaux sur la 
conservation des tourbillons des théorèmes généraux sur leur formation. 
Adoptons la méthode de représentation de Lord Kelvin.^) Soit 
3 une courbe fermée, consistant en particules fluides, et participant 
ainsi au mouvement du fluide. Soit v^ la projection de la vitesse 
sur la tangente à la courbe s. En intégrant cette composante tan- 
gentieUe de la vitesse tout le long de la courbe fermée, on forme 
ce que Lord E[£LVIN a appelé la circulation de la courbe, 

(1) C^fv,ds. 

Tous les théorèmes de v. Helmholtz sont donc contenus dans la 
formule 

(2) §-0 

-jr représentant la dérivation «individuelle» par rapport au temps. 

L'intégration immédiate nous donne 

<3) C = const. 

c'est à dire: 

Toute courbe fluide fermée se meut à circulation invariable. 
Au cours de recherches qui n'étaient nullement d'origine météoro- 
logique, je fas forcé, à cause de la nature du problème, de sortir 
du domaine de validité des théorèmes de y. Helmholtz. On arrive 
alors sans difficulté à l'équation plus générale^) 

A étant une quantité dont voici la déflnition: on s'imagine dessinés 
deux systèmes de surfaces, les surfaces isobares, et les sur&ces isostères 
{à égales valeurs du volume spécifique); chaque système de surfaces 
est dessiné pour l'intervalle pris pour unité de la quantité scalaire 
en question, de sorte qu'il y a une différence égale à l'unité de 
pression entre les surfaces isobares successives, et une différence égale 

1) Lord Eelyin (Sir William Thomson): Yortex motion, Proceedings of the 
Eoyal Society of Edinburgh 1869. 

2) Y. Bjebknes : Ûber die Bildnng von Cirkulationsbewegnngen und Wirbeln 
in reibungslosen Flûssigkeiten, Yidenskabs selskabets Skrifter, Christiania 1898. 
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à l'unité de yolume spécifique entre les surfaces isostères successives. 
Les deux systèmes de surfaces diviseront l'espace en un système de 
tubes^ les tubes unité isobares-isostères. En choisissant suffisamment 
petites les unités en question^ on arrive à obtenir des tubes -unité 
aussi étroits qu'on veut. En supposant qu'on a fait un tel choix 
convenable d'unités^ on peut définir la quantité A comme le nombre de 
tubes-unité contenus dans la courbe fermée, ces tubes étant comptés 
algébriquement suivant une règle de signes très-simple. On arrive 
donc à ce théorème général qui est l'interprétation de l'équation (4): 

Toute courbe fluide fermée se meut à circulation va/riabU, l'accroisse- 
ment de circulation par unité de temps étant ^al au nombre de tubes-- 
unité compris dans la courbe. 

Les fluides considérés par v. Helmholtz ou Lord Kelvin ont 
ou un volume spécifique invariable (fluides homogènes et incompres- 
sibles) ou un volume spécifique dépendant uniquement de la pression. 
Dans le premier cas, les surfaces isostères correspondant à une 
différence égale à l'unité du volume spécifique sont à distance infinie 
l'une de l'autre, et dans le second, les surfaces isostères coincident 
avec les surfaces isobares. Dans les deux cas le nombre de tubes- 
unité embrassé par une courbe fermée est égal à zéro, et on 
retombe sur le cas spécial de l'équation (2) et sur les théorèmes de 
V. Helmholtz. 

Le théorème général s'applique quelle que soit la loi ou l'origine 
des variations du volume spécifique. C'est pourquoi il s'applique 
immédiatement aux circonstances qu'on rencontre dans l'atmosphère 
et dans l'hydrosphère, le volume spécifique de l'air atmosphérique 
dépendant, en-dehors de la pression, aussi de la température et de l'hu- 
midité, et le volume spécifique de l'eau de l'océan dépendant, en-dehors 
de la pression, aussi de la température et de la salinité. J'ai reconnu 
de suite que ce théorème donne une explication élégante de l'origine 
des grands mouvements connus de l'atmosphère et des océans, en 
nous donnant en même temps les moyens de discuter ces mouve- 
ments au point de vue quantitatif.^) Il était aussi très -facile de 
transformer le théorème de manière qu'il s'appliquât au cas du mouve- 
ment relatif par rapport à la terre, et grâce à cette transformation, 

1) y. Bjerknes: Ûber einen hydrodynamischen Fundamentalsatz und seine 
Anwendung besonders auf die Mechanik der AtmosphSxe nnd des Weltmeeres. 
E. Svenska Yetenskapsakademiens Handlingar, 81, Stockholm 1898. — Das dyna- 
mische Frînzip der Zirknlationsbewegongen in der Atmosphâjre, Meteorologische 
Zeitschrift Mârz— April 1900. 
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le domaine des applications météorologiques et hydrographiques 
s'étendait considérablement/). 

Le théorème fut développé justement au temps où commençaient 
à s'organiser les observations dont on a besoin pour entrer dans une 
discussion approfondie de la dynamique interne de l'atmosphère et 
de l'hydrosphère, à savoir les observations faites à toutes les hauteurs 
atteintes dans l'atmosphère par les méthodes de la météorologie aéro- 
nautique, et les observations faites à toutes les profondeurs des mers 
fournies par les expéditions hydrographiques. Un de mes élèves de 
ce temps, M. J. W. Sandstrôm, a immédiatement commencé le tra- 
vail consistant à appliquer le théorème aux observations de ce genre, 
en dressant des tableaux numériques et en développant les méthodes 
graphiques dont on avait besoin dans ce cas.^) Surtout dans la 
science de l'hydrographie les méthodes ainsi développées se sont 
bien vite répandues.^) 



1) Y. Bjebknes: Cirkulation relativ zn der Erde, OfverBigt af K. Yetenskaps- 
akademiens Fôrhandlingar, Stockholm 1901. Meteorologische Zeitschrift 1901. 

2) J. W. SandstkÔm: Ober die Anwendung von Professor V. Bjerknbs' Théorie 
der Wirbelbewegungen in Gasen und Flûssîgkeiten auf meteorologische Be- 
obachtungen in den hôheren Luftschichten. K. Svenska Yetenskapsakademiens 
Handlingar, 88, Stockholm 1900. — Ûber die Beziehung zwischen Temperatnr 
Tmd Luftbewegung in der Atmo8phâ,re untei stationâren YerhàUnissen, Ofver- 
sigt af K. Yetenskapsakademiens Fôrhandlingar, Stockholm 1901. — fîber die 
Beziehung zwischen Luftbewegnng und Druck nnter station^ren Yerhëltnissen, 
Ofversigt etc., 1902. — Ûber die Anwendung von Pegelbeobachtungen zur Be- 
rechnnng der Geschwindigkeit der Meeresstrôme, Svenska hjdrografisk biolo- 
giska Kommissionens Skrifter I, Gôteborg 1908. — On the Construction of Iso- 
baric Gharts for High Levels in the Earths Atmosphère and their Dynamical 
Significance, Transactions of the American Philosophical Society 21, part I, 
Philadelphia 1906, Beitrâge zur Physik der ûreien Atmosphâxe 2, Strassburg 
1907. — XPûqx die Temperaturveri;eilung in den allerhôchsten Luftschichten, 
Arkiv fôr Matematik, Astronomi och Physik, Stockholm 1907. 

8) J. W. SandstbÔm und B. Helland-Hamsen: tJber die Berechnung von Meeres- 
strdmungen, Report on Norwegian Fishery and Marine Investigations, 2, 1902, 
No. 4. Bergen 1908. Edition anglaise: On the Mathematical Investigation of 
Océan Currents, Fishery Board for Scotland, Report on Fishery and Hydro- 
graphical Investigations in the North Sea and Adjacent Waters, London 1905. 

Ce mémoire a été le point de départ de nombreuses applications pratiques. 
On en trouve par exemple dans les publications suivantes: 

B. Helland-Hansen: On Hydrographical Investigations in the Faeroe-Shetland 
Channel and the Northern Part of the North Sea in the Year 1902, Fishery 
Board for Scotland, Report on etc., London 1906. 

A. J. Robebtson: On Hydrographical Investigations in the Faeroe-Shetland 
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Ainsi fût exécute on travail d'une grande étendue^ et je commençai, 
il y a sept ans, à écrire un livre traitant de la météorologie, ainsi 
que de l'hydrographie dynamique, considérées exclusivement au point 
de vue de ce théorème des circulations. Le livre ne fut, cependant, 
jamais achevé. Malgré tous mes efforts, et malgré toute l'élégance 
et toute l'utilité pratique des résultats acquis, j'avais le sentiment de 
quelquechose de peu satisfaisant. J'ai été forcé de me demander 
quel est le grand problème de la météorologie et de l'hydrographie? 
Et je suis retombé toujours sur la même réponse: C'est de pouvoir 
prédire l'état futur de l'atmosphère et de l'hydrosphère. J'ai vu que 
pour la résolution de ce problème, mon théorème ne suffisait pas, 
et que pour obtenir un grand plan de travail, il me faudrait étendre 
ma tâche, et diriger mon cours directement vers ce grand problème, 
même si je n'avais pas la moindre espérance de le résoudre. Il fau- 
drait donc chercher toutes les variables dont dépendent les états atmo- 
sphériques ou océaniques; et il faudrait se servir des équations de tous 
les phénomènes atmosphériques ou océaniques se développant d'une 
manière telle qu'ils réagissent notablement sur l'état de ces milieux. 

Dans ce qui suivra, je me bornerai à là considération exclusive 
des phénomènes atmosphériques. On verra sans difficulté conmient 
des considérations analogues s'appliquent immédiatement aussi aux 
phénomènes océaniques. 

Pour la description de l'état momentané de l'atmosphère, il faut 
se servir de cinq quantités variables, dont Tune est de nature vec- 



Channel and the Northern Part of the North Sea in the Year 1908, Fishery 
Board of Scotland, Report on etc., London 1906. 

A. J. Bobertson: On Hjdrographical Investigations etc. dnring the Tean 
1904 — 1906, North Sea Fishery Investigation Gommittee: Second B.eport (Nor- 
thern Area) on Fishery and Hydrographical Investigations in the North Sea 
and Adjacent Waters, London 1907. 

L. L. Breitfuss: Expédition fur wissenschafblich-praktische Untersnchongen 
an der Murman-Eûste, Bericht ûber die Thâtigkeit pro 1902, St. Petersburg 1903. 

L. L. BsBiTFUss: Wissenschaftlich-praktische Murman- Expédition. Bericht 
ûber die Thatigkeit pro 1903, St. Petersbnrg 1906. 

Même auteur et même titre, Bericht ûber die Tâ,tigkeit pro 1904, St. Peters- 
burg 1908. 

Bjôbn HELLA2n)-HANSEN et EiNAR KoEFOKD: Hydrographie. Duc d'Orléans: 
Croisière Océanographique accomplie à bord de la Belgica dans la mer de 
Grônland 1906, Bruxelles 1907. 

Bjôbn Hellakd-Haksen et Fbidjof Nansen: The Norwegian Sea, its physica, 
Oceanography based upon the Norwegian Besearches 1900 — 1904. Report on 
Norwegian Fishery and Marine Investigations 2, No. 2, Bergen 1909. 
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torielle^ et les quatre aatres de nature scalaire. Comme quantité 
yectorielle^ on peut choisir la vitesse V^ et comme quantités scalaires: 
le volume spécifique a^ la pression p, la température absolue Oy l'hu- 
midité r. Pour la détermination de ces quantités ^ nous avons (I) 
l'équation vectorielle hydrodynamique; et quatre équations scalaires, 
savoir (II) Téquation dite de continuité; (III) l'équation des gaz; (IV) 
et (Y) les équations exprimant le premier et le second principe de 
la thermodynamique. En me servant de notations bien connues du 
calcul des vecteurs, j'écris ce système d'équations 

(I) ^ = -V * - aVp + 2a) X Y + X V* V 

(II) ^f:=^-v 

(IH) pa = Be 

(IV) dQ^dE + pda 

(V) dS = 0. 

Dans l'équation hydrodynamique — VO représente le gradient du 
potentiel <!> de la pesanteur, -— Vp le gradient de la pression p, œ 
la vitesse angulaire de la terre, et le produit vecteur 2a}xv da force 
déviatrice par unité de masse due à la rotation de la terre»; enfin x 
le coefficient de friction interne, et le produit de ce facteur dans la 
dérivée sphérique de la vitesse, V^Y, représente la force résistante 
due à cette friction. Dans l'équation de continuité, le symbole d'opé- 
ration div représente la <:divergence» ou la somme des trois dérivées 
des composantes de Y par rapport à x, y, z. Dans l'équation des gaz. 
Il représente «la constante des gaz)> pour l'air atmosphérique, et cette 
constante est une fonction connue de l'humidité r de l'air, ainsi B(r), 
Dans l'équation (lY) dQ représente la quantité de chaleur apportée 
de l'extérieur, pendant un certain intervalle de temps, à une unité de 
masse de l'air, et E représente l'énergie interne de cette masse d'air, 
et par suite une fonction connue des quatre variables p, a, 0, r dé- 
finissant l'état de cette masse, ainsi E(p, a, 0, r). Dans l'équation 
(Y) enfin, S représente l'entropie de cette masse de gaz; S est ainsi, 
eUe aussi, une quantité qu'on peut calculer par des règles connues, les 
quatre variables définissant l'état du gaz étant données, ainsi J?(p, a, d,r). 
On peut se demander si j'ai introduit ainsi toutes les variables 
et toutes les équations nécessaires pour la solution de notre problème. 
Or, évidemment, on peut s'imaginer le problème traité d'une manière 
beaucoup plus complète. Ainsi, dans l'équation (lY) la quantité de 
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clialear dQ introduite dans une masse d'air dépend de la conduction 
ainsi que de la radiation de la chaleur, tant de la radiation interne 
entre les diverses niasses d'air, que de la radiation externe entre 
l'air et le soleil et .entre l'air et la surface de la terre. On pourrait 
donc introduire les nouvelles variables propres à décrire le transport 
de chaleur par voie de conduction et de radiation, et introduire en 
même temps les équations qui y président. Mais cela serait une 
compUcation énorme de notre problème, et pour commencer, Q vaut 
évidemment mieux juger, par des données accessibles empiriquement, 
des quantités de chaleur dQ en question. De même, il existe peut- 
être une réaction réciproque entre les champs électriques ou ma- 
gnétiques terrestres et les mouvements de l'air, ainsi qu'il existe cer- 
tainement une action spécifique du champ électrique sur la condensation 
de Veau et par suite sur la production de la pluie. On pourrait 
donc introduire comme variables nouvelles les vecteurs propres à dé- 
crire ces champs, et introduire en même temps les équations in- 
trinsèques de ces champs, ainsi que les équations exprimant leurs 
actions mécaniques extérieures. Mais il vaut mieux provisoirement 
avoir égard par voie empirique à ces actions ainsi quaux autres ac- 
tions possibles. En introduisant ainsi comme empiriquement connues 
toutes ces actions extérieures, on a l'avantage de posséder dans le 
système d'équations relativement simple (I — Y), un système complet, 
qui détermine sans ambiguité l'état atmosphérique futur, l'état présent 
étant donné conjointement avec les conditions nécessaires de surface 
et comme nous venons de le préciser, avec les actions extérieures 
ayant une influence notable. 

Je viens d'appeler relativement simple le système d'équations (I — V). 
Mais s'il s'agit d'une intégration analytique, ce système n'est pas du 
tout simple. Il n'est donc pas possible de penser à des intégrations 
analytiques. Pour le voir, il suffit de se rappeler les difficultés qu'on 
rencontre dans un problème aussi simple que celui des trois corps,, 
où l'on s'occupe du mouvement de trois points matériels seulement,, 
agissant Tun sur l'autre suivant une loi excessivement simple, tandis 
qu'ici on s'occupera du mouvement d'une infinité de masses élémentaire» 
se mouvant sous des actions réciproques complexes et avec des 
changements d'état intérieur dépendant de ces mouvements et réa- 
gissant sur eux. 

Mais s'il faut renoncer ainsi à l'intégration analytique, on ne peut 
pas renoncer à l'usage des lois intrinsèques des phénomènes atmo- 
sphériques contenues dans leur forme le plus concise dans ces équations. 
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Une météorologie scientifique ne peut se baser que sur les lois 
exprimées dans ces équations, et il faut trouver les méthodes nécessaires 
pour les appliquer. 

Convaincu que je faisais ainsi un travail utile, j'ai commencé à 
développer le plan d'une application directe du système des équations 
(I— V) à la discussion des phénomènes météorologiques.^) M. Sand- 
8TRÔM m'a assisté dans la mesure où le lui permettait son emploi 
dans le service hydrographique de la Suède. Des l'année 1906, la 
libéralité de l'Institut Carnegie de Washington m'a permis de continuer 
le travail dans des circonstances plus favorables. Pendant deux ans 
M. SandstrOm a pu consacrer exclusivement ses forces au progrès 
de ce travail, et après son passage en 1908 à un autre emploi, j'ai 
obtenu le concours de MM. Th. Hesselberg et M. 0. Devik. 

Le but direct de nos efforts est d'écrire un traité de météorologie 
et d'hydrographie dynamique dans lequel on tire tout le parti pos- 
sible des équations (I — V), ou des lois exprimées par ces équations. 
Une partie, traitant des méthodes qu'on peut baser sur un cas spécial 
de l'équation (I), savoir sur l'équation hydrostatique, est sous presse 
depuis longtemps déjà. Une seconde partie, s'occupant de la discus- 
sion purement cinématique des mouvements de l'air ou de la mer, est 
près d'être achevée'), et nous allons alors nous occuper des méthodes 
qu'on pourra baser sur l'équation hydrodynamique complète et sur les 
équations exprimant les principes de la thermodynamique. 

Je vais résumer ici succinctement les idées qui nous guident dans 
ce travail, et les résultats acquis jusqu'ici. 

Afin de prévoir l'état futur de l'atmosphère à l'aide des équations 
(I — Y), il faut nécessairement recourir aux méthodes d'intégration 
mécanique. Par ces méthodes, on peut résoudre avec une appro- 
ximation plus ou moins grande tous les problèmes d'intégration. 

Dans ses grands traits, la méthode sera celle ci: les observations 
nous donnent les moyens de trouver une représentation de l'état 
initial de l'atmosphère. A l'aide des équations, on calcule le chan- 
gement de cet état pendant un petit temps convenablement choisi. 
En introduisant ces changements, on trouve la représentation de 



1) y. Bjerkves: Das Pioblem der Wettervorliergage , betrachtet vom Stand- 
punkt der Mechanik und der Physik. Meteorologische Zeitschrift, Januar 1904. 

2) Dynamical Meteorology and Hydrography. — Part I, Statics by V. Bjerkves 
and J. W. SamdstrOm (bous presse) — Part II , Kinematics by Y. Bjebkves in 
Collaboration with Th. Hkbselbebo and 0. Devik (en préparation) Publication 
n^ 88 de L'institut Carnegie, Washington D. C. 
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l'état atmosphérique au bout de ce temps. On peut donc répéter 
l'opération ; et ainsi de suite. Le travail se divisera, comme on le 
voit, en deux problèmes partiels: trouver une représentation de l'état 
actuel, («faire la diagnose^)^ et ensuite en déduire la représentation 
correspondante de l'état futur, («faire la prognosei). Il faut donc 
considérer séparément chacun de ces deux problèmes partiels. 

Les observations formeront nécessairement la base de la diagnose, 
mais pas encore la diagnose elle-même. Car, à l'aide des observa- 
tions, il faut construire une image convenable de l'état atmosphérique, 
se prêtant immédiatement au travail prognostique qui va suivre. Ce 
sont ces méthodes diagnostiques qui nous occupent à présent, et 
pour longtemps encore. 

Le travail diagnostique consiste en la construction de représen- 
tations géométriques des champs de chacune des cinq quantités définis- 
sant l'état de l'atmosphère. Il s'agit donc de représenter quatre champs 
scalaires et un champ vecteur, d'élaborer les méthodes pratiques au 
moyen desquelles on passe des observations à ces représentations, de 
dresser les tableaux numériques et d'établir les méthodes graphiques 
etc. qui pourront servir à faciliter le travail. 

Dans ce travail diagnostique, et par conséquent aussi dans le tra- 
vail prognostique qui suivra, on serait tenté d'introduire une sim- 
plification formelle. Une des équations, l'équation des gaz, se pré- 
sente sous forme finie. A l'aide de cette équation, on pourrait donc 
éliminer l'une des quatre quantités scalaires, pour opérer ensuite avec 
trois champs scalaires seulement. Mais cette simplification ne serait 
qu'apparente, car, en s'en servant, on perdrait la perception physiques, 
qui sera le meilleur guide à travers le labyrinthe. 

Mais on arrive à d'autres simplifications très -importantes en se 
servant des relations qui, sous certaines restrictions, existent avec 
une grande approximation entre les variables indépendantes. Ce n'est 
que grâce à ces relations approximatives qu'on arrive à construire 
des images passablement complètes des champs en question en par- 
tant des observations météorologiques extrêmement dispersées et in- 
complètes. Je vais mentionner deux des plus importantes de ces re- 
lations approximatives. 

L'état de l'atmosphère se rapproche beaucoup d'un état d'équi- 
libre. Les deux forces mouvantes, la pesanteur et le gradient de la 
pression sont très approximativement égales l'une à l'autre, et ont 
des directions très-approximatiyemeiit opposées. Le changement de 
mouvement que subit une masse d'air dans un espace d'une étendue 
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restreinte est par conséquent très -petit. Ce n'est qu'après des mou- 
vements relativement longs qu'on peut constater des changements de 
mouvement notables. Ainsi les conditions d'équilibre paraissent être 
remplies approximativement dans des espaces restreints^ et ce n'est 
que dans des espaces plus étendus qu'on trouve des écarts notables 
de ces conditions d'équilibre. Maintenant les distances verticales sont 
petites dans l'atmosphère^ comparées aux distances horizontales. On 
peut donc donner la description que voici de l'état dynamique dans 
l'atmosphère: le long de toute ligne verticale^ les conditions d'équi- 
libre paraissent être remplies; mais cet état d'équilibre paraît chan- 
ger quand on passe d'une verticale à une autre. Pour chaque ligne 
verticale ; nous pouvons ainsi substituer l'équation hydrostatique à 
l'équation hydrodynamique. C'est grâce à ce principe qu'on arrive à 
des résultats très-approximativement corrects par les mesures baro- 
métriques des hauteurs. Maintenant l'équation hydrostatique donne 
pour chaque verticale une relation entre la pression, le volume spé- 
cifique et le potentiel de gravité. En se servant de cette relation^ 
on peut dériver le champ de pression du champ correspondant de 
masseS; exprimé par le volimie spécifique; et inversement, du champ 
de pression, on peut dériver le champ de masses, exprimé par le 
volume spécifique. Orâce à cette simplification, on arrive d'une ma- 
nière très-simple des observations de pression, de température et 
d'humidité prises le long d'im système de lignes verticales dans l'at- 
mosphère, à des représentations graphiques des champs de pression 
et de masse. 

Une simpMcation analogue nous donne le moyen d'arriver à la 
représentation complète du champ de vitesse. Ecrivons d'une ma- 
nière explicite l'équation de continuité (H), v^, t?^, v^ représentant 
les composantes de vitesse le long des trois axes rectangulaires des Xy 
des y et des z, dont nous supposons le dernier vertical, nous aurons 

1 da ^ dv^ dVy dv,^ 
a dt^' dx "^ dy os ' 

Maintenant le volume spécifique a d'une masse d'air mouvante est 
variable. Mais la seule cause d'une variation rapide de cette quan- 
tité sera sa vitesse verticale v^. On peut donc exprimer approxima- 
tivement la dérivée de a par rapport au temps comme une fonc- 
tion de la vitesse verticale v^. L'équation de continuité ne contiendra 
donc que trois variables, les trois composantes de vitesse v^, Vy, v,, 
et on peut s'en servir pour dériver la troisième des deux premières. 
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C'est là un principe d'une importance capitale. Car ce ne sont que les 
composantes horizontales de la vitesse de Fair que nous savons ob- 
server. Mais grâce à l'usage diagnostique de l'équation de continuité^ 
dont nous avons indiqué la possibilité^ on peut construire les vitesses 
verticales^ si l'on possède des observations suffisantes sur les vitesses 
horizontales. 

Ces généralités étant données^ je vais mentionner Tun après l'autre 
les différents champs spéciaux. 

Le champ de pression peut se représenter par deux méthodes. On 
peut dessiner des cartes topographiques âtune série de surfaces isobares^), 
ou l'on peut dessiner des courbes isobares à une série de niveaux dif- 
férents?) La dernière méthode est la généralisation directe de la métho- 
de consistant à dresser des cartes isobares pour le niveau de la mer, 
méthode dont les météorologistes font maintenant un usage si étendu. 
A chacune de ces deux méthodes de représentation du champ de 
pression correspond une méthode spéciale pour représenter le champ 
de masse. Dans le premier cas, on se sert du volume spécifique pour 
représenter ce champ, et on trouve une représentation synoptique de la 
distribution du volume spécifique en dressant des cartes topographiques 
d'une surface isobare relativement à une autre.^ Dans le second 
cas on représente le champ de masse par la densité de l'air, et on 
trouve une représentation synoptique de la distribution de la densité 
en dressant des cartes donnant les différences de pression d'un niveau 
à un autre.^) Grâce aux méthodes graphiques qu'a développés 
M. Sandstrôm, et aux tablaux numériques qu'il a dressés, on pour^ 
rait facilement dessiner chaque îour ces cartes représentant les champs 
de pression et de masse Zs {'atmosphère, pourvu qu'on puisse ol 
tenir, avec une régularité suffisante, les observations nécessaires sur 
les couches supérieures de l'atmosphère. 

Les champs de température et d'humidité ne causeront pas de diffi- 
culté spéciale, à part celle de produire les observations nécessaires 
sur les hautes couches de l'air. D'ailleurs nous ne nous en sommes 
pas encore occupés, car ce n'est qu'en connexion avec les discussions 
thermodynamiques que ces champs auront leur principale importance. 

Notre travail dans le dernier temps a porté surtout sur la diagnose 
du champ de mouvement II s'agit ici d'un champ vecteur, et il faut 



1) Voir fig. 19. Partie I de l'ouvrage cité en deniier. 

2) Voir fig. 22. Partie I de l'ouvrage cité eo dernier. 

3) Voir fig. 20. Partie I de Touvrage cité en dernier. 

4) Voir fig. 23. Partie I de Touvrage cité en dernier. 
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donc d'abord trouver une méthode pour représenter, par des figures 
planes, un champ vecteur à trois dimensions. On connait de pareilles 
méthodes s'appliquant aux cas de champs vecteurs spéciaux, possé- 
dant par exemple certaines propriétés de symétrie. Mais, dans ce 
cas -ci, il n'existe pas de telles circonstances simplifiantes, et il faut 
développer, par conséquent, une méthode de représentation tout à 
fait générale. Pour y arriver, coupons le champ vecteur par ime 
série de surfaces. A chaque point d'une telle surface le vecteur déter- 
mine une projection déterminée sur le plan tangent, et une projec- 
tion déterminée sur la normale à la surface. Sur chaque surface on 
peut ainsi définir un champ tangentiel et un champ normal, et il 
faut donner une représentation de chacun de ces champs à deux di- 
mensions. On peut représenter le champ tangentiel par deux systèmes 
de courbes tracées sur la surface, un système de courbes tangentielles, 
donnant en chaque point la direction du vecteur; et un système de 
courbes d'intensité, joignant les points où le vecteur a les mêmes 
valeurs numériques. Quant au champ normal, on connait déjà la 
direction du vecteur en chaque point. Pour ce champ, il suffit donc 
de tracer une série de courbes représentant l'intensité du vecteur. 
On arrivera donc à une représentation complète des deux champs à 
deux dimensions, en traçant sur la surface les trois systèmes de courbes 
que je viens de définir. En traçant ces courbes sur chacune des sur- 
faces à l'aide desquelles on a coupé le champ vecteur, on arrive a 
une représentation complète de ce champ. 

De la méthode générale que je viens d'indiquer, on peut naturellement 
dériver des méthodes plus ou moins variées. Ainsi on peut assujettir 
les surfaces employées à remplir certaines conditions, telles que 
d'être des surfaces engendrées par les lignes tangentielles aux vecteurs 
du champ donné. On construit donc des cartes topographiques de 
certaines surfaces engendrées par ces lignes, et on trace ensuite sur 
ces surfaces, d'une part les lignes de direction, et d'autre part les 
courbes d'intensité du vecteur. D'un autre côté, on peut, en se servant 
de surfaces quelconques pour couper le champ, substituer aux champs 
tangentiels à ces surfaces les champs tangentiels moyens pour les 
couches comprises entre les surfaces successives, tandis qu'on trace 
comme auparavant les champs normaux. C'est surtout cette dernière 
méthode que nous avons trouvée pratique pour la représentation des 
champs de vitesse dans l'atmosphère. 

Comme surfaces coupant le champ, nous avons donc employé les 
surfaces isobares, dont la topographie est connue déjà par la représen- 
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tation du champ de pression. En raison de l'inclinaison extrêmement 
faible de ces surfaces^ on peut appeler horizontales les composantes 
tangentielles^ et verticales les composantes normales à ces surfaces. 
On dessine donc une série de cartes représentant les vitesses moyennes 
horizontales entre les surfaces isobares ^ et une série de cartes re- 
présentant les vitesses verticales à ces surfaces mêmes. Les premières 
cartes s'obtiennent directement à l'aide des observations. Pour arriver 
à la construction des dernières^ on commence par une carte représentant 
la vitesse à la surface de la terre. Cette vitesse étant nécessairement 
tangentielle à la surface ; on en déduit la composante verticale par 
l'inclinaison du terrain trouvée sur les cartes topographiques ordinaires 
du pays. A l'aide de ces vitesses verticales et des vitesses horizon- 
tales entre la terre et la surface isobare la plus basse ^ on déduit, 
en employant l'équation de continuité, les courbes représentant les 
vitesses verticales à cette surface isobare. A l'aide de ces vitesses verti- 
cales et des vitesses horizontales moyennes entre cette surface isobare et 
la suivante, on déduit de la même manière les courbes représentant les 
vitesses verticales à cette deuxième surface isobare, et ainsi de suite. 
Le travail de construction est un peu laborieux, mais on arrive au 
bout sans difficultés sérieuses, si l'on dispose d'observations suffi- 
samment nombreuses des vitesses horizontales à toutes les hauteurs, 
vitesses qu'on observe maintenant par la méthode simple des «ballons 
pilotes».^) 

Si l'on est arrivé de cette manière à une représentation du champ 
vecteur et des quatres champs scalaires donnant une diagnose com- 
plète de l'état de l'atmosphère à une époque donnée, tout est pré- 
paré théoriquement pour le travail prognostique. Car, dans les équations 
prognostiques proprement dites, c'est à dire les équations (I) et (II) 
qui contiennent le temps t comme variable indépendante, on peut donc 
calculer chaque terme des seconds membres. On peut ainsi déter- 
miner les premiers membres de ces équations, qui se rapportent 
directement à l'état futur. Les autres équations, qui ne contiennent 
pas explicitement le temps, ne joueront que le rôle de relations 
supplémentaires. Mais, dans la pratique, il y a différentes réserves à 
faire; je vais mentionner les plus importantes. 

Les observations du vent ne donnent que le mouvement moyen 
de masses d'air ayant un volume d'un grand nombre de kilomètres cubes. 
Mais pour ti'ouver le valeur du terme dans l'équation de mouvement 

1) On trouvera des exemples de pareilles représentationB synoptiques des 
champs de vitesse dans Fart. Il de Touvrage cité en dernier. 
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qui représente la résistance due à la friction intérieure^ il faudrait 
connaitre le mouvement de chaque millimètre cube ou de parties 
encore plus petites. Evidemment^ il serait absolument impossible 
d'examiner et de représenter le mouvement de l'air dans de tels 
détails. Nous rencontrons ici la difficulté centrale de la science de 
l'hydrodynamique; celle de la question de la stabilité des mouvements 
fluides et de celle des mouvements tumultueux. Provisoirement^ nous 
ne pouvons trancher la difficulté qu'en recourant à des méthodes empi- 
riques. En organisant bien les observations, on peut s'arranger de teUes 
manière que dans l'équation de mouvement on connaisse tous les 
termes excepté un, le terme dû à la friction. Pour y arriver, il faut 
arranger des observations bien simultanées, se suivant à un court 
intervalle de temps, tel par exemple que trois heures. En partant des 
représentations de la vitesse obtenues à ces intervalles de temps, on peut 
calculer l'accélération, et tous les autres termes dans l'équation de mou- 
vement étant connus, on peut déterminer le terme de friction. C'est 
l'inverse d'une opération appartenant au problème prognostique. 

Pour pouvoir mener à bout avec succès le travail prognostique, 
il faut certainement aussi avoir recours à une connaissance empirique 
plus étendue que celle dont nous disposons aujourd'hui des différents 
effets extérieurs que j'ai définis ci-dessus. Il sera surtout nécessaire 
qu'on puisse juger avec une approximation satisfaisante des quantités 
de chaleur dQ apportées de l'extérieur aux masses d'air dans des 
circonstances variées. Mais il n'est pas nécessaire de posséder déjà 
dès le commencement des renseignements complets sur ces diverses 
questions de la friction, des quantités de chaleur etc. Le mieux sera 
probablement de recueillir ces connaissances supplémentaires pendant 
le travail même effectué sur le problème de la prognose. 

Considérons donc enfin ce problème, en supposant acquises déjà 
les connaissances empiriques nécessaires. Le problème aura, comme 
nous l'avons dit, nécessairement le caractère d'une intégration méca- 
nique du système d'équations (I — V). Pour organiser cette intégration, 
il faut trouver une division naturelle en problèmes partiels. C'est 
la première division qui a la plus grande importance, et cette division 
s'offre d'elle même. Il y a deux variables dont l'apparition dans notre 
problème nécessite l'introduction des équations thermodynamiques: 
ce sont la température et l'humidité. En supposant ces quantités 
constantes, ou en supposant qu'elles varient suivant des lois déter- 
minées, le problème se réduit à un problème purement dynamique, 
qu'on peut traiter par les trois équations (I — III). Ce problème étant 
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résolu^ pour un intervalle de temps convenable^ tel que trois heures^ 
on se sert des trois dernières équations (III — V) pour calculer les 
conséquences thermodynamiques des nouvelles conditions dynamiques. 
Par ces équations, on calcule ainsi les changements d'état des masses 
d'air dont on a calculé les changements de place par les équations 
dynamiques. 

Dans ce travail, on trouvera que les mêmes principes qui ont 
simplifié si énormément le problème des diagnoses fiEU^iliteront d'une 
manière analogue le problème des prognoses. Ainsi il ne sera jamais 
nécessaire d'appliquer Téqu^-tion dynamique pour les directions ver- 
ticales. Il suffît de calculer les accélérations des mouvements hori- 
zontaux, et en les ajoutant aux vitesses horizontales connues à Fépoque 
initiale, déduire les cartes nouvelles des vitesses horizontales. De 
ces cartes on déduit donc par l'équation de continuité les cartes des 
vitesses verticales correspondantes. D'un autre coté, dans le travail 
thermodynamique, on peut négbger les mouvements horizontaux. On 
en viendra à bout en se bornant à tirer les conséquences thermo- 
dynamiques des déplacements verticaux des masses d'air. Ainsi, au 
moins théoriquement, le travail prognostique se réduira à des con- 
structions graphiques et à des calculs Liériques relativement simples. 

J'ai essayé ainsi d'esquisser le plan du travail dont je m'occupe. 
Gomme on le voit, au point de vue mathématique, le travail sera de 
nature élémentaire et grossière. Si l'on a une fois réussi à introduire 
dans la météorologie les méthodes mathématiques sous cette forme 
grossière, on arrivera certainement aussi plus tard à l'introduction 
des méthodes plus fines. 

Quant aux chances de progrès de ce travail, tout ceque je puis dire, 
c'est-que jusqu'ici nous avons rencontré beaucoup de travail labori- 
eux, mais pas encore de difficultés insurmontables. D'un autre côté, 
nous ne sommes pas encore suffisamment avancés pour pouvoir assurer 
que nous ne rencontrerons pas de difficultés dépassant nos forces. Mais 
même si nous en rencontrons, je suis sûr que le travail que nous 
avons fourni en poursuivant le grand problème ne restera pas sans 
fruit. 

Supposons cependant que malgré toutes les difficultés, nous ou nos 
successeurs, nous ayons réussi à résoudre le problème consistant à 
construire des cartes représentant l'état atmosphériques de demain, 
les cartes d'aujourd'hui étant trouvées par les observations: il est 
extrêmement probable que les états atmosphériques changeront beau- 
coup plus vite que nous ne pouvrons les suivre avec nos constructions. 
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Nous n'arriverons pas ainsi à des méthodes immédiatement applicables 
dans le service météorologique pratique. Mais cela ne diminuera pas 
la valeur scientifique de la méthode. EUe restera une méthode nous 
permettant d'examiner si nous sommes véritablement en possession 
d'une connaissance complète des lois régissant les événements atmo- 
sphériques^ ou^ le cas échéant, de découvrir et de remplir les lacunes 
restant dans nos connaissances. Et ces connaissances élargies réagiront 
certainement à leur tour sur la prévision pratique du temps, même 
si les méthodes théoriques n'étaient jamais directement appliquées 
dans les travaux journaliers des météorologistes pratiques. 



Les équations intégrales linéaires. 

Par IvAR Fbedholm. 

La théorie des équations intégrales linéaires n'a commence 
d'attirer l'attention générale des géomètres que depuis le commen- 
cement de ce siècle. Cependant les géomètres du 19* siècle ont 
parfois rencontré des équations fonctionnelles de ce type et cela 
parait avoir arrivé pour la première fois déjà en 1811 quand Fourieb^) 
donna la solution du problème de trouver une fonction (p(ff) satis- 
faisant à l'équation ^^ 
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où tlf(x) est une fonction donnée. 

La fonction inconnue s'exprime comme il est bien connu par la 
formule admirable de Foubier 
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Peu de temps après âbel*) résolut un problème analogue à savoir 
l'équation intégrale ^ 



A 



Vx — y 



pour laquelle il trouve la solution bien connue 

1 f^'(y)dy _ (S 



Dans son lettre à Holmboe le 4 Août 1823 Abel^) dit qu'il avait 
trouvé la solution de l'équation 

Jfi^y) 9 (y) dy^i> {x) 

1) Oeuvres de Fourieb 1. 1 p. Vil. 

2) Oeuvres complètes t. I p. 97. 

8) N. H. Abel. Mémorial publié a Toccasion du centenaire de se naissance: 
Conespondance p. 6. 
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OÙ f(xy) est une fonction arbitraire^ mais toute trace de cette solution 
est disparue. 

On s'est demandé si la notation f(xy) désigne une fonction arbi- 
traire des deux variables rr et j^ ou seulement une fonction du 
produit xy. La connaissance que nous avons maintenant des équations 
intégrales rend le premier alternatif très peu probable tandis qu'il 
est bien possible qu'ÂBEL ait trouvé la solution dans le second cas. 

Toutefois il est cependant certain qu'ÂBEL soit le premier géo- 
mètre qui se soit occupé de la solution d'une équation intégrale 
renfermant une fonction arbitraire^ et c'est pour cette raison que 
j'ai proposé d'appeler l'équation 

une équation Abelienne. Cependant il vaut certainement mieux l'appeler 
une équation intégrale linéaire de première espèce suivant le propos 

de M. HlLBERT^). 

Des découvertes de FouRiER et d'ÂBEL celle de Fourier a joué, 
comme on le sait, un rôle immense, surtout dans la physique 
mathématique, pour laquelle le théorème de Fourier s'est montré 
un instrument d'une effectivité incomparable. 

Mais justement à cause des qualités de la découverte de Fourier 
le besoin d'une extension de ses résultats ne s'est montré que très 
longtemps après lui. Ainsi s'explique les progès très lents de la 
théorie des équations intégrales pendant presque tout le 19® siècle. 

n ne faut pas cependant passer sous silence les travaux de Sonine^ 
et de Hankel, les premiers concernant l'équation d'ABEL et les 
seconds donnant une classe nouvelle du même type que celle de 
Fourier. Mais le travail le plus remarquable dans cet ordre d'idées 
est sans doute celui de Liouville et Sturm*) publié en 1836 et 1837. 

Dans ce travail, devenu célèbre pour l'extension qu'y donnent les 
auteurs à la théorie des fonctions ortogonales, apparait pour la 
première fois la méthode pour la résolution d'une équation intégrale 
que j'ai appelé la méthode de Neumann*). Il est très intéressant de 
noter que les équations intégrales que traitent Liouville et Sturm, 
sont du type de M. Volterra. Les auteurs ont aussi démontré que 
leurs développements convergent comme des séries entières. 

1) GOttinger Nachrichten 1904. 

2) Acta Mathematica t. 4. 

8) Journal de Liouville 1836, 1887. 

4) Théorie der Abelsschen Intégrale. Leipzig 1884. 
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Les résultats de Liouyille et Stubm concernant les équations 
intégrales furent pendant longtemps oubliés et la théorie générale 
des équations intégrales ne fit point de progrès jusqu'à Tan 1896 
où YOLTEBRA^) attirait de nouveau l'intérêt des géomètres sur ce sujet. 

Peu de temps après les travaux de Yoltebra le monde mathé- 
matique s'est commencé d'occupper de la théorie générale des équations 
intégrales linéaires et il parait que peu de sujets ont été l'objet 
d'une attention plus grande de la part des géomètres. 

Si on se demande les causes de cette attention il n'est pas difficile 
d'y donner une réponse. 

Il suffit pour cela de rappeler un problème d'une importance 
extrême tant pour les géomètres que pour les cultivateurs de la 
physique mathématique à savoir le célèbre problème de Dibichlet. 

Nous connaissons très-bien la méthode par laquelle Dibichlet et 
BiEMANN croyait pouvoir démontrer l'existence de la solution du 
problème de Dibichlet. Mais cette méthode justement admirée pour 
sa simplicité et sa généralité n'est point rigoureux ^ comme nous le 
savons bien grâce à la critique pénétrante de Weiebstbass. 

Or, en mettant en évidence le vice fondamental de la méthode 
de Dibichlet le grand géomètre allemand a rendu une service 
immense à la science. 

Excités par le critique de Weiebstbass les géomètres se sont 
efforcés de poser un fondement solide de la théorie des fonctions 
qu'on doit à la génie de Biemann et heureusement leurs efforts ont 
d'abord eu pour but de trouver une méthode pour calculer effecti- 
vement la fonction cherchée dans le problème de Dibichlet. 

Ainsi la science à été enrichie par plusieurs méthodes de la plus 
haute valeur: la méthode de Neumann, le procédé alterné de Schwabtz*) 
la méthode de balayage de Poincabé^). 

Or^ une fois obtenues des méthodes pour la solution du problème 
de Dibichlet y qui est le plus simple de tous les problèmes que 
nous présente la physique mathématique^ on pouvait justement 
espérer d'arriver à la solution de plusieurs problèmes de la physique 
théorique. 

Celle des méthodes proposées pour le problème de Dibichlet qui 
parut avoir les plus grandes chances d'être adapté à des problèmes 
plus généraux était sans doute la méthode de Neumann. 



1) Torino, Accad. Atti 31, 1896. 

2) Gesammelte Mathematische Abhandlangen Bd. 2. 
8) American Journal of Mathematics. 
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Cette méthode consiste essentiellement dans un développement de 
la fonction inconnue (p{x) dans Téquation intégrale 

(II) tpix) + Xff{x,y)q>{y)dy - tl^{x) 

suivant les puissances croissantes de L 

En changeant légèrement ce développement à cause du point 
singulier A — — 1 Neumann obtient une série convergeant pour Â — 1 
dans le cas d'un contour convexe. 

Par ce développement on n'obtient pas d'autre renseignement sur 
la nature de (p considéré comme fonction de A que ce que Â — 
est un point régulier pour g) et qu'il existe une certaine limite in- 
férieure de la rayon de convergence. 

Telle était l'état de nos connaissances jusqu'à 1896 quand Poincaré^) 
dans un mémoire extrêmement remarquable démontrait que la condition 
de Neumann n'était pas nécessaire pour la convergence; d'ailleurs 
PoiNCARÉ rendit très-probable que g> est une fonction méromorphe 
de A. 

En refléchissant sur ces résultats je me suis demandé si le fait 
que (p est une fonction méromorphe de A n'est pas une conséquence 
de la forme linéaire de l'équation fonctionelle définissant (p. Le fait 
que le développement de q> suivant les puissances croissantes de X 
converge pour toute valeur de A dans le cas des équations traitées 
par M. YoLTERRA a donné un fort appui à penser que la théorie 
de l'équation fonctionnelle (II) devrait être un cas limite de la théorie 
ordinaire des équations linéaires. Cette idée une fois acquise les 
travaux de mon collègue M. v. Eoch sur les déterminants infinis ont 
beaucoup facilité mes recherches dont le résultat principal est ex- 
posé dans une note présentée à l'Académie des sciences suédoise en 
janvier 1900. 

Dans cette note j'ai démontré que la solution de l'équation 

1 
(II) (p{x) + Xff(x,y)(p(y)dy - i;(x), 



où f{Xyy) est une fonction finie, est bien une fonction méromorphe 
dont le dénominateur Dj^^ est définie par le développement 



A.- 1 + xrf{x,x)dx + Çy y 



f{x,x)f{x,y) 



dxdy + 



1) Acta mathematica t. 20. 
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La convergence de ce déyeloppement s'établit facilement à Taide du 
théorème intéressant de M. Hadamàbd^) que la valeur absolue d'un 

déterminant d'orase n ne dépasse jamais le nombre A*^Yn^, où A est 

la limite supérieure des éléments du déterminant. 

Une fois connue l'expression du dénominateur D;^ le munérateur 

peut s'obtenir facilement et on constate que la théorie de l'équation 

intégrale (II) que nous appelons de seconde espèce en adoptant le 

propos de M. Hilbebt présente une analogie complète dans tous les 

détails avec la théorie élémentaire des équations linéaires. Mais pour 

avoir cette analogie complète il faut un peu limiter l'étendu du 

domaine où se peut choisir la fonction g)(x). En efiPét M. Bûcher ') 

a montré que l'équation 

1 

<p(x) + Xff(x,y)(p(y)dy - 



peut avoir une solution même dans le cas où le déterminant D^f est 
différent de zéro. Mais comme remarque M. Bocheb ces solutions 
ne paraissent pas être de quelque importance. 

Ce que j'ai dit s'applique au cas où il existe pour f(x,y) une 
limite supérieure. Or dans les applications de la théorie aux pro- 
blèmes de la Physique on rencontre souvent des cas où f{x,y) n'est 
plus une fonction fini, et c'est en particulier ce qui arrive si on 
cherche à résoudre le problème de Dirichlet pour une espace à 
plus de deux dimensions. 

Dans un grand nombre de tels cas on peut se tirer d'affaire de 
la manière suivante. 

Formons une suite infinie de fonctions /i(a:,y), f^Çx^y) ... à l'aide 

de la formule de recursion 

1 

b 
Cette suite que nous appelons, en adoptant la terminologie de HiL- 
BERT, la suite des noyaux composés présente dans beaucoup de cas 
qui se rencontrent dans les applications la particularité que les noy- 
aux composés à partir d'un certain rang sont des fonctions finies. 
Soit fn{x,y) le premier noyau, fini nous pouvons résoudre l'équation 
intégrale ^ 

(p{x) + \ffn{^,y)(piy)dy = t(x). 



1) Bulletin des sciences mathématiques 189S. 

2) Cambridge Tracts in Mathematics and Matbematical Physics No. 10. 
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Or^ on démontre facilement que la solution de l'équation primitive 
peut s'obtenir par des opérations simples à l'aide de la solution de 
la dernière équation. 

Cette méthode que j'ai proposé en 1902^) présente cependant quel- 
ques inconvénients auxquels a attiré l'attention M. PomCARÉ^). En 
effet la solution obtenue de cette manière s'obtient sous la forme 
d'un quotient de deux fonctions entières ayant des facteurs communs 
qui peuvent s'annuUer. 

M. PoiNCARÉ a aussi montré conmment on peut éviter cet incon- 
vénient. Partons du développement 

111 

log Dxf — A jf{Xy a:)da; — g- //i(a?, x)dx + j jf^(xx)dx. 



Ce développement est dépourvu de sens si f(x, y) devient infini pour 
x = y. Mais si on se trouve dans un cas où les noyaux composés 
déviennent finis à partir de fn(p^,y) on n'a qu'à prendre pour déno- 
minateur de la fonction chercbée (p(x) la fonction D^/ définie par 
l'équation 

k,g D,y i-l>ljf„(x,x)dx - ^l=^ff^^,ix,x)dx - . . . 

qui est aussi une fonction entière de X. 

Le cas où il existe un premier noyaux fini est ainsi complètement 
résolu. 

Qui est-ce qui arrive quand tous les noyaux sont infinis? 

Avant de rendre compte des recherches importantes concernant ce 
€as il nous faut considérer quelques résultats d'une nature différent 
concernant le cas d'un noyaux fini, que nous supposons de plus 
symétrique c'est à dire que f(x,y) satisfasse à l'équation 

Dans ce cas le déterminant D^^^ a toujours, comme l'a démontré 
d'une manière très simple M. Erhabd Schmidt*), des zéros et le 
nombre de zéros est infini dans dous les cas où f{x, y) n'est pas de 
la forme n 

1 

Si 2 est un zéro de 2);^^ la théorie nous apprend que l'équation inté- 
grale homogène 

1) Comptes Rendus 1902, I sem. p. 219, 1561. 

2) Acta Mathematica t. 33. 8) Mathematische Annalen. 

Congrès des Mftthématiques à Stockholm 1909. 7 
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(p{x) + \ff(x,y)(p(tf)dy - 



a toujours du moins une solution. 

On démontre aussi facilement que deux solutions (p(x) et ^(o;) 
de l'équation homogène correspondent à deux zéros différents de D^^^r 
ont la propriété d'être ortogonales c'est à dire de satisfaire à l'équation 

1 
ffp{x)^{x)dx=- 0. 



Ainsi il se trouve qu'une équation intégrale de seconde espèce est 
la source naturelle d'où découlent toutes les suites de fonctions orto- 
gonales, dont plusieurs cas particuliers s'étaient auparavant montré 
d'une importance capitale tant pour l'analyse que pour la physique 
mathématique. 

Ce fait, énoncé d'abord par Hilbebt^) a donné un nouvel essor 
à la théorie du développement d'une fonction donnée dans une série 
de fonctions ortogonales et on doit à M. M. Hilbebt et E. Schmidt 
des critères d'une grand généralité permettant de constater la possi- 
bilité d'un tel développement. 

L'importance des fonctions ortogonales pour la solution d'un» 
équation intégrale de second espèce 

1 



apparait si on cherche à développer la fonction (p suivant le théorème 
de Mittag-Lepplbb. M. Schmidt*) trouve pour la fonction q> le 
développement suivant ^ ^ 

°^ XL 

est la série des zéros du déterminant D^/ et 

Vu Vif • • • 
la série de fonctions ortogonales données appartement à l'équation 
intégrale donnée. 

De cette formule découlent d'une manière très simple toutes lea 
propriétés de la solution (p. 

La considération des fonctions ortogonales a permis M. Picabd') 

1) Gôttinger Nachrichten 1904. 

2) Mathematisclie Annalen. Bd. 63, 1907. 

3) Bendiconti del Circolo matematico Palermo 1910. 
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de trouver un résultat très important concernant l'équation intégrale 

de premier espèce. 

Etant proposé une équation intégrale de première espèce 

1 



dont le noyau n'est pas symétrique M. Picard a démontré que les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation proposée 
ait une solution, peuvent s'exprimer essentiellement par la convergence 
de la série ^AJaJ, X^ représentant la série des valeurs de X pour 
lesquelles les équations ^ 

q^.ix) « Xjf{x,y)ilf,(jf)dy 



1 
^^{x) =. Xjf{x,y)(p,(if)dy 



admettent des solutions dififérentes de zéro et a^ et le coefficient 

de FouRiER 1 

a^=ft{x)q>^(x)dx. 



Dans le cas où le système des fonctions tp^ ne serait pas fermé c'est 

à dire qu'il y ait en de hors de zéro de fonction h{x) satisfaisant 

aux relations i 

fh(x)q)^{x)dx = (i' = i,2...oo) 



et faut quelques conditions supplémentaires pour les quelles je renvoie 
au mémoire de M. Picabd. 

Je reviens maintenant à l'équation intégrale de second espèce dont 
le noyaux sera supposé symétrique. Nous supposons de plus que 
tous les noyaux composés déviennent infinis, de sorte que les formules 
que j'ai données pour la solution deviennent illusoires. Ce qui 
arrive dans de tels cas a été élucidé par M. Hilbert^) dans son im- 
portante quatrième et cinquième comunication sur la théorie des 
équations intégrales linéaires et par deux de ses élèves M. M. Hilb 
et Wetl*). 

Le fait intéressant qui résulte des travaux de ces séomètres peut 
se résumer en disant que l'équation intégrale homogène 

(p(x) + Xjfixy), <p{y)dy = 

peut avoir des solutions dilSerentes de zéro dépendantes du paramètre 
A qui peut varier entre certaines limites d'une manière continue. 

1) Gôttinger Nachrichten 1906. 

2) Mathematisclie Annalen 66 1909. 

1* 
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La cause de ce phénomène c'est que la solution ç de l'équation 
non homogène n'est plus une fonction uniforme de A. Si nous 
supposons ^1 effet que la solution de léquation 

q>(x) + Xjf(x,y) q>{y)dy - tipc) 

soit une fonction multiforme de l et si '^(x) est une autre branche 
de cette fonction la différence ip(x) — 9(2;) = 0(x) satisfait évidement 
à l'équation homogène 

#(«) + i />•(«, y) 4>(y)<iy-0 

OÙ on peut faire Yorier A d'une manière continue. 

Il se trouve comme ont démontré M. M. Hilb et Weyl que les 
équations intégrales de ce type sont une source d'équations intégrales 
du type de Fourier. 

En particulier M. Wetl a trouvé; sous certaines conditions pour 
lesquelles je renvoie aux sources originales , que la solution d'une 

équation intégrale de second espèce peut se mettre sous la forme 

00 

q>{x) = fl>{x) + kjK{i.;x,y)it,{y)dy, 


OÙ +eo 

K{X,x,y) - K{x,y) + a/^^^^^ d^, 



— 00 



formule qui présente une analogie intéressante avec celle de M. E. Schmidt 
mentionnée au page. 

Dans cette formule c'est à la fonction P(x,X) qui s'applique un 
théorème analogue à celui de Fourier à savoir 

4*00 «0 

jPix,X)dlJp(y, X)fiy)dy- f(x) 

— 00 

et P{Xj)^ est une solution de l'équation intégrale 



00 



F{x, X) + lfK(x,{)P(y,X)dy = 0. 



Je termine maintenant ce court exposé que j'ai dû limiter aux princi- 
paux résultats concernant la solution d'une équation intégrale de 
première ou seconde espèce. Ainsi je n'ai pas fait mention ni de 
plusieurs travaux concernant des équations intégrales particulières 
ni des applications à la physique mathématique qu'on doit en grand 
nombre à M. M. Poincaré, Picard, Plemelj, Laurigella, Boggio, 
E. E. Le VI et d'autres. Peut-être aurai-je l'occassion d'y revenir 
dans un autre travail. 



Sur les principes fondamentaux de la géométrie. 

Par J. Hjelmslev. 

Les idées dont s'occupait primitivement la géométrie étaient toutes 
fournies par l'observation directe de l'espace physique: aux concepts 
qui s'imposaient immédiatement à l'esprit on attribuait des propriétés 
fondamentales qui ne semblaient guère sujettes à discussion. Mais 
à mesure qu'on a approfondi l'étude des problèmes et des méthodes^ 
le domaine des concepts s'est trouvé sensiblement élargi: les géométries 
analytique, projective et non euclidienne ont introduit les notions 
nouvelles des points à l'infini, points imaginaires, espaces non eucli- 
diens, espaces à plusieurs dimensions voire à un nombre infini de 
dimensions, etc. de sorte qu'aujourd'hui nous désignons sous les noms 
de point, de ligne ou d'espace des concepts jouissant de propriétés 
qui s'écartent beaucoup de celles des idées primitives. 

Par là s'explique ce fait qu'on a beaucoup hésité à reconnaître les 
dits concepts comme auxiliaires géométriques proprement dits; de 
nos jours encore paraissent de temps en temps des recherches dont 
l'auteur s'est appliqué à traiter les problèmes au point de vue dit 
synthétique: on se donne toutes les peines du monde pour éviter de 
se servir des points imaginaires, quoique l'emploi direct de ce concept 
conduise beaucoup plus vite au but, et quant au concept de l'espace 
à plusieurs dimensions les temps sont loin probablement où on lui 
aura accordé la place qui lui est due dans la géométrie. 

En attendant, la plupart des géomètres d'aujourd'hui se sont déjà 
émancipés des scrupules les plus gênants. Us ont compris qu'il s'agit 
uniquement d'avoir des définitions exactes des concepts dont on compte 
se servir, et point du tout de savoir si l'espace physique nous offre 
ou non des apparences qui correspondent immédiatement à ces concepts. 

De cette manière de voir est né un mouvement qui ne vise à rien 
moins qu'à transformer la géométrie tout entière en une science 
purement formelle dont les concepts ne seraient pas astreints à cou- 
vrir des réalites physiques déterminées; ce ne seraient pour ainsi 
dire que des idœs purement logiques, qu'on définirait en énumérant 
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leurs propriétés nettement formulées. L'ensemble des énoncés relatifs 
à ces propriétés constituerait la définition du domaine de la recherche 
géométrique: il définirait l'espace. 

Les efforts qu'on a faits pour rendre cette définition aussi simple 
que possible ont abouti récemment à des résultats remarquables; je 
me propose d'exposer ici quelques-uns des plus importants. Sans 
m'occuper des travaux ayant pour but la formulation logique des 
détails je tacherai de rendre compte de ceux qui ont contribué à 
réduire, ou bien à présenter sous im jour essentiellement nouyeaU; 
le contenu réel de la définition de l'espace. Je prendrai mon point 
de départ dans la géométrie projectiye ordinaire. 



« 



Les hypothèses relatives aux propriétés de l'espace projectif réel 
ordinaire se divisent en trois groupes selon qu'elles portent sur 
I V association y II la distribution ou III Za continuité. Le premier 
groupe comprend les hypothèses énonçant: que deux points déterminent 
toujours une droite; que trois points non situés sur une même droite 
déterminent toujours un plan; qu'une droite est située dans un plan 
si deux de ses points s'y trouvent; que deux droites d'un même plan 
ont toujours un point en commun; qu'il existe au moins quatre points 
non situés dans un même plan; que deux plans ayant im point en 
commun ont encore au moins un point commun. Les hypothèses 
du deuxième groupe sont relatives à la distribution des points d'une 
droite et à la division du plan en parties séparées par des lignes 
droites. Le dernier groupe comprend l'hypothèse sur la continuité 
de la ligne droite telle qu'elle a été formulée par exemple par 
M. Dedekind. 

Il ne résulte pas tout à fait de l'exposé donné par v. Staudt dans 
sa Géométrie der Lage que les trois groupes d'hypothèses ci -dessus 
suffisent'^ d'abord le principe de continuité n'y est pas nettement 
formulé et ensuite, et surtout, la démonstration que donne v. Staudt 
du théorème fondamental présente un défaut essentiel. A ce défaut 
a remédié plus tard la démonstration de MM. LuROTH et Zeuthen 
complétée par une observation de M. Darboux. On sait que v. Staudt 
définissait les séries projectives comme des séries où chaque système 
de points harmoniques correspond à un autre système de points 
harmoniques; il s'agissait donc de démontrer, en partant de cette 
définition, que si nous avons deux séries de points projectives situées 
sur une même droite, et que trois de ces points coïncident avec leurs 
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homologueS; il en sera de même de tout autre point. Or il résulte 
inunédiatement de la définition que tout point obtenu par des cons- 
tructions consécutives de points harmoniques, en partant des trois 
points donnés, correspond à lui-même; MM. Lûboth et Zeuthen ont 
démontré que l'ensemble de points ainsi obtenu est partout dense 
sur la droite; et M. Dabboux a fait voir qu'à toute série de points 
consécutifs sur la droite correspond une série de points consécutifs. 
En effet on démontre aisément, au moyen du principe de continuité, 
que dans le cas où deux seirments empiètent l'un sur l'autre il n'existe 
l. d, »g„»i le, di™r to« li deux Wo,ù,u,„»i .«.di. 
que dans le cas de deux segments n'empiétant pas l'un sur l'autre 
il existe un segment qui les divise harmoniquement. 

Ainsi on est parvenn à démontrer que les trois groupes d'hypo- 
thèses ci-dessus indiqués suffisent. Reste à savoir si ces hypothèses 
sont toutes nécessaires. Ici se dressent deux questions principales, 
l'une relative à cette hypothèse qui veut que deux Ugnes situées 
dans le même plan se coupent toujours, l'autre concernant le postulat 
de continuité. 

Que la première de ces hypothèses ne soit pas nécessaire c'est ce 
qui ressort immédiatement de l'exposé donné par v. Staudt. Cet 
auteur s'était servi du postulatum d'Euclide pour construire l'espace 
complet par l'adjonction d'éléments à l'infini. Mais c'est M. Klein 
qui a le premier posé et en partie résolu la question de savoir si on 
peut se passer de toute hypothèse concernant l'intersection ou la 
non-intersection de deux droites appartenant au même plan, et c'est 
à M. Pasch que revient l'honneur d'avoir établi, après un examen 
approfondi et détaillé du problème, qu'en réalité l'hypothèse en 
question est superflue puisque les autres hypothèses ci-dessus indi- 
quées suffisent pour définir les points, droites et plans idéaux qui, 
joints aux éléments primitifs, élargissent l'espace de telle sorte que 
les trois groupes d'hypothèses se trouvent réalisés. 

Quant à la question de savoir si le principe de continuité est 
superflu ou réductible, je ferai d'abord remarquer que le postulat de 
Dedëkind peut être remplacé par celui qui porte le nom d^ÂRCHiMÈDE 
(sous forme projective, bien entendu), à condition toutefois qu'on 
modifie sensiblement le point de départ de v. Staudt, je veux dire 
la définition même de la projectivité. Car du moment qu'on maintient 
la définition de v. Staudt, on ne pourra pas se contenter du postu- 
latum d'ÂBCHiMEDE pour la démonstration du théorème fondamental 
de la géométrie projective. C'est ce que je vais montrer par un 
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exemple. Prenons dans l'espace euclidien ordinaire les points dont 
les coordonnées (x,y,z) appartiennent an corps quadratique. H est 
clair qu'ils formeront un espace projectif satisfaisant non pas au 
postulai de Dedekind mais bien à celui d'ÂRCHiMEDE. Sur l'axe x, 
nous ferons correspondre à eux-mêmes tous les points à abscisse 
rationnelle^ et les points à abscisse irrationnelle nous les ferons tous 
correspondre aux points dont les abscisses, sont conjuguées aux 
abscisses irrationnelles susdites. D'après la définition de v. Staudt 
une telle correspondance constituerait une projectivité. Mais le théo- 
rème fondamental ne serait point satisfait. 

Substituons maintenant à la définition de v. Staudt une définition 
formulée ainsi: Sont séries projectiyes les séries qui se déduisent 
l'une de l'autre par un nombre fini de projections centrales con- 
sécutives. Après l'introduction de cette définition le postîda;tum 
d'ÂBCHiMEDE suffira pour démontrer le théorème fondamentaL C'est 
cette définition de la projectivité que nous maintiendrons dans ce 
qui suit. Elle nous permettra^ comme on sait^ de démontrer que le 
théorème fondamental équivaut à cette forme spéciale du théorème 
de Pascal qui énonce que dans im hexagone inscrit dans un couple 
de droites du même plan les côtés opposés se couperont sur une 
ligne droite. Une autre manière d'exprimer géométriquement le 
même théorème serait de dire qu'il existe un hyperboloïde gauche. 

La question de savoir si on peut pousser la réduction encore plus 
loin et si l'on peut^ par exemple^ se passer tout à fait du posùulatum 
d'AnCHiMEDEy n'a été résolue que lorsque M. Bilbert établit^ il 
y a dix ans^ dans son ouvrage intitulé Ghnindlagen der Géométrie, 
que le théorème fondamental n'est pas démontrable par les seuls 
groupes I et U. M. Bilbert obtenait ce résultat très important par 
le raisonnement suivant: Soit établie une géométrie de coordonnées 
où chaque point est défini par trois coordonnées Xy y, z appartenant 
à un système de nombres construit d'une manière telle que les 
principes fondamentaux ordinaires subsistent — à l'exception toutefois 
du principe commutatif de la multiplication — et qu'en outre les 
règles ordinaires relatives au calcul avec inégalités soient maiutenues. 
Dans cette géométrie on parviendra facilement à définir la droite 
et le plan par des équations du premier detrré, et l'espace ainsi 

qu'à ceux du groupe II. Par contre, le théorème fondamental de la 
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géométrie projective n'aura pas lieu pour cet espace. M. Hilbert 
démontre que ce théorème n'est vrai que pour les géométries fondées 
sur un système de nombres qui réalise le principe commutatif de la 
multiplication. 

Il a donc été constate que le théorème fondamental ne peut pas 
être déduit des hypothèses comprises dans les groupes I et IL En 
même temps nous ayons obtenu la certitude que pour démontrer le 
théorème fondamental ce n'est pas un principe de continuité qu'il 
faut poser; en réalité il s'agit de tout autre chose. Que la géométrie 
projective subsiste indépendamment de ce principe, les recherches de 
MM. Veronese et LEVi-CiviTi l'avaient déjà montré. 

D'après les résultats ainsi obtenus la formulation la plus simple 
des postulats de la géométrie projective sera celle qu'on obtient en 
adjoignant aux hypothèses des groupes I et II le théorème fondamental 
sous forme de postulat, et en laissant pendante la question de savoir 
si le principe de continuité est satisfait ou non. S'il n'est pas satis- 
fait, nous nous trouvons en présence de la géométrie dite non archi- 
médienne. 

L'exemple le plus simple d'une telle géométrie est une géométrie 
de coordonnées basée sur un système arithmétique composé de nombres 

de la forme «o^ + ^1^""*"^+ *" ? ^^ ^ ^®^ ^^ entier; a^, a^,..., 
des nombres réels arbitraires; a^-f 0; t, un paramètre. On calculera 
avec ces nombres d'une manière absolument formelle sans tenir compte 
de la convergence des séries. Les principes de calcul ordinaires seront 
donc maintenus. Le nombre sera dit positif ou n^atif selon que 
Uq^O. Les règles ordinaires relatives aux inégalités seront donc 
satisfaites. Mais le postulat d'ÂRCHiMEDE ne sera pas satisfait, puis- 
qu'il n'est pas possible de donner au nombre entier Je une telle valeur 
que kt^ 1. Dans la géométrie obtenue de cette manière les principes 
des groupes I et II seront tous satisfaits de même que le théorème 
fondamental. 

Il y a ici une remarque à faire au sujet des géométries non archi- 
médiennes: Nous avons dit plus haut qu'au lieu d'employer la défi- 
nition qu'a donnée v. Staudt des séries projectives, nous devons les 
définir comme des séries pouvant être déduites l'une de l'autre par 
un nombre fini de projections centrales consécutives. De même, lors- 
que y. Staudt définit la projectivité des figures planes en disant que 
chaque point y correspond à un point et chaque droite à une droite. 
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il faut ajouter, en géométrie non archimédienne, que les ponctuelles 
correspondantes sont projectiyes. 

En effet, U existe dans la géométrie non a/rchim^ienne des cottinéor 
tions qui ne sont pas des projecHvités, en entendant par collinéation: 
une transformation où tout point correspond à un point et toute 
droite à une droite, et par projectirité: une transformation où Ton 
érige, en outre des conditions ci-dessus indiquées, que les ponctuelles 
correspondantes soient projectiyes. Pour avoir une collinéation qui 
ne Boit pas une projectivité on n'a qu'à choisir dans la géométrie 
de coordonnées dont nous venons de parler la transformation qu'on 
obtient en remplaçant t par M, k désignant un nombre réel 4- 0: cette 
transformation laissera fixes tous les points à coordonnées réeUes. 

Je citerai un groupe encore plus compréhensif de ces transfor- 
mations: en substituant partout à t une expression de la forme 
h^t + 6,^* + • • •; où 6^, 6, • • • sont des nombres réels donnés, on 
obtient une transformation ponctueUe uniyoque où chaque droite 
correspond à une droite et qui pourtant n'est pas une projectivité 
puisqu'elle laisse fixes tous les points à coordonnées réelles. 

Quel est maintenant le but de ces recherches? A quoi bon nous 
occuper de telles abstractions? Jusqu'ici on n'a su tirer parti de la 
géométrie non archimédienne que pour la solution d'un problème 
purement logique. 

A cette objection je répondrai d'abord qu'on aurait pu, dans le 
temps, adresser le même reproche à la géométrie non euclidienne 
qui n'a pas laissé de rendre plus tard de grands services aux mathé- 
matiques. 

Ensuite je me permettrai d'indiquer une application importante 
de la géométrie non archimédienne: on peut en tout cas en faire 
usage dans les questions de géométrie infinitésimale. 

si l'on se représente t coLe une variable infiniment petite, mi 
point quelconque de l'espace considéré représentera alors, en suppo- 
sant convergentes les séries de puissances en question, un élément 
d'une courbe analytique. Un tel élément peut être représenté graphi- 
quement dans l'espace euclidien ordinaire par une ligne brisée doni 
les sommets auront pour coordonnées les coefficients des séries, les 
coefficients d'une même puissance de t constituant les coordonnées 
d'un même sommet. Par ce procédé on pourra représenter graphique- 
ment toute construction géométrique dans l'espace non archimédien, 
et en même temps celle des courbes analytiques dans l'espace ordi- 
naire. On arrivera ainsi à établir une méthode générale pour résou- 
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are graphiquement les problèmes de géométrie infinitésimale^ méthode 
dont les principes fondamentaux constitueront une géométrie non 
archimédienne et dont les résultats représenteront une application 
pratique d'ime telle géométrie. J'ajoute que pour effectuer cette appli- 
cation on aura souvent besoin de collinéations comme celles dont 
nous avons déjà parlé. 

Jusqu'ici je n'ai visé qu'à établir le théorème fondamental de la 
géométrie projective^ théorème à l'aide duquel nous parvenons en 
effet à parcourir des champs étendus de cette géométrie. Cependant 
on finit par arriver à des problèmes qui ne se laissent pas résoudre 
au seul moyen du théorème fondamental (si l'on en exclut le postulat 
de continuité). Telle la proposition énonçant que lorsque deux seg- 
ments d'une droite n'empiètent pas l'un sur l'autre^ il existe toujours 
un segment les divisant harmoniquement. Il n'est pas possible de 
démontrer cette proposition à l'aide des auxiliaires dont dispose la 
géométrie non archimédienne basée sur les groupes d'hypothèses I 
et U et sur le théorème fondamental. Plus loin se pose la question 
de savoir si deux sections coniques ont un triangle polaire en commim; 
elle offre de nouvelles difficultés. La géométrie ordinaire se tire 
d'affaire grâce à son principe de continuité en faisant des démons- 
trations d'existence. La géométrie non archimédienne n'a pas ce 
moyen à sa disposition. Toutes les fois qu'elle se trouve en présence 
d'un nouveau problème de ce genre elle est obligée d'avoir recours 
à l'introduction de nouveaux éléments idéaux tels qu'après leur ad- 
jonction la demande d'existence en question se trouve réalisée. En 
élargissant ainsi le champs des problèmes à mesure que le demande 
le besoin des recherches on élargira en même temps le domaine 
général de la géométrie. 

Considérons maintenant les résultats qu'on a obtenus en étudiant 
les problèmes au point de vue métrique. Ici se présente cette ques- 
tion: Quelles sont les réductions qu'on pourra faire dans les hypo- 
thèses projectives (groupes I et II plus le théorème fondamental) 
lorsqu'on a recours aux hypothèses d'égalité? 

La première réponse d'importance qui ait été donnée à cette ques- 
tion fut celle de M. F. Schub qui démontrait le théorème fondamental 
à l'aide des hypothèses d'égalité jointes à celles des groupes I (en 
en retranchant le postulat concernant l'intersection des droites) et IL 
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Pour comprendre qu'une telle démonstration est possible il faut se 
rappeler qu'en introduisant les hypothèses d'égalité on peut démontrer 
Jl eJe un hyperboloïde gaule, à savoir^yperbVloïde de rob. 
tion engendré par la rotation d'une droite autour d'une autre droite. 

Plus tard M. EbLBEBT se proposa de fonder la géométrie plane 
exclusivement sur des hypothèses planaires. M. Hilbert réalisa son 
projet en ce qui concerne la géométrie euclidienne c'est-à-dire en 
se servant du postulat d'Euclide; ensuite il l'a également mené 'à 
bien pour la géométrie hyperbolique en introduisant un postulat re- 
latif à l'existence des parallèles de Lobatschewsky. Plus récemment 
M. Hessenberg a étudié la question au point de vue de la géo- 
métrie sphérique. A cette occasion M. Hessenberg a montré que 
le théorème de Desargues sur les triangles homologues peut se 
déduire du théorème spécial de Pascal. 

Enfin, il y a quelques années, j'ai démontré que les hypothèses 
de M. Hilbert sur l'existence des parallèles étaient en réalité super- 
flues, parce que la géométrie plane se laisse très bien établir sur les 
hypothèses d'égalité sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours à aucun 
postulat touchant l'intersection des droites ni au principe de continuité 
ni aux considérations relatives à l'espace. Les hypothèses qui restent 
après cette réduction sont celles qui portent sur 1^ la détermination 
de la droite par deux points; 2^ la distribution; 3^ l'égalité dans le 
plan. 

Pour établir la géométrie plane sur ces hypothèses il fallait attribuer, 
par une définition convenable, à deux droites ne se coupant pas un 
point d'intersection impropre et introduire ensuite des droites im- 
propres. Après cette extension, le domaine considéré serait assujetti 
aux trois lois suivantes: 1^ l'énoncé que deux points déterminent une 
droite et une seule; 2® l'énoncé que deux droites ont un point en 
commun et un seul; et 3® le théorème de Pascal sous la forme 
spéciale qui a été indiquée plus haut. Le point d'intersection impropre 
de deux droites a et & était introduit par la considération suivante: 
Soient 8^ et S^, les symétries par rapport aux droites a et &; appliquons 
les transformations 8^8^, et 8f,8^ à, \m point arbitraire P, par quoi 
nous arrivons, respectivement, aux points Q et 22 situés à égale 
distance de P; la perpendiculaire c élevée au milieu de QR passera 
alors par P. En faisant varier P on obtiendra plusieurs droites c 
(parmi lesquelles a et h). Toutes ces droites formeront une espèce 
de faisceau impropre dont on pourra démontrer qu'il est déterminé 
d'une manière univoque par deux quelconques de ses droites et en 
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outre que les droites qui le composent passent par tous les points 
du plan d'une manière telle que chaque point est traversé par une 
droite et une seule. On dira alors que les droites du faisceau déter- 
minent un point impropre. 

Les droites impropres sont définies à l'aide d'une transformation 
que je désignerai sous le nom de semi-rotation. — Dé deux figures 
égales {A) et (A^) dont la superposition s'obtient au moyen d'une 
rotation autour d'un point 0, on déduit une nouyelle figure (A^) 
formée par les miUeui A, des segments qui joignent des points 
correspondants A et A^ des deux figures (A) et (A^). Nous appellerons 
semi-rotation autour du point la transformation de la figure (A) 
en la figure (A^)t aussi bien que la transformation inverse de (A^) 
en {A). Il est facile de démontrer qu'une telle senû-rotation est une 
collinéation, tant qu'il s'agit de points proprement dits. Et du moment 
que les points impropres sont prises en considération, on peut dé- 
montrer que par une semi-rotation chaque point est transformé en 
un point De cette manière nous sommes amenés à définir une ligne 
droite impropre un ensemble de points impropres qui se transforme 
en une ligne droite proprement dite au moyen d'une semi-rotation 
convenable autour du point 0. 

En somme, les semi-rotations ont ceci de commode de nous per- 
mettre de transformer des points impropres en des points proprements 
dits; elles m'ont été très utiles pour cette étude, mais les détails 
ultérieurs de mes recherches n'entrent pas dans les cadres du présent 
exposé. 

Pour savoir si l'on peut pousser encore plus loin la réduction, il 
faudrait s'attaquer surtout aux hypothèses de distribution (II). Et, 
en effet, on peut formuler les hypothèses d'égalité de manière à rendre 
possible la suppression des hypothèses II, à condition toutefois qu'on 
ajoute un postulat énonçant que les milieux des côtés d'un triangle 
ne sont jamais situés sur la même droite. Cependant il se présente 
ici nn problème très important qui n'a pas encore éU résolu: Existe- 
i-il vraiment une géométrie purement métrique où les hypothèses 
de distribution ne soient pas réalisées? Je me contenterai de poser 
le problème sous forme analytique. Supposons qu'il existe une géo- 
métrie de coordonnées où tous les points (x^ y) soient représentés 
par des coordonnées appartenant à un système arithmétique ayant 
les propriétés suivantes: Tous les principes de calcul ordinaires y 
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s nbBistera ient. En daignant par a un nombre arbitraire du système, 

yrr^ serait toujours un nombre du même système tandis que 

)/— 1 n^y appartiendrait pas. Est-il maintenant possible de démontrer 
que les nombres en question se laissent ordonner de telle sorte qu'on 
puisse parler de plus grands et de plus petits et que les règles or- 
dinaires relatives aux inégalités aient lieu? Ou bien, y a-t-il un 
système de nombres tel que les principes de calcul ci-dessus indiqués 
subsistent tandis qu'il soit impossible d'établir les règles relatives 
aux inégalités? 

En ce qui concerne cette dernière question je me permettrai de 
faire remarquer que probablement il faudrait pour la résoudre avoir 
bien approfondi celle de la décomposition de formes algébriques dé- 
finies en sommes de carrés. M. Bilbeet a démontré qu'il existe 
des formes définies ternaires qui ne se laissent pas décomposer en 
une somme de carrés mais qui peuvent toutes s'écrire comme quotients 
de deux sommes de carrés. Il serait surtout important pour notre 
question spéciale de savoir s'il existe une forme définie F telle que lès 
formes où elle est facteur une fois et une seule ne peuvent pas être 
décomposa en sommes de carrés. 

Le résultat que nous avons obtenu concernant la possibilité d'établir 
la géométrie plane exclusivement sur des hypothèses planaires marque 
en outre un progrès essentiel en ce qui concerne l'établissement de 
la géométrie générale puisque l'une des hypothèses fondamentales, 
qu'on avait cru nécessaire jusqu'ici, s'est montrée superflue. Je fais 
allusion à l'hypothèse énonçant qu'il existe au moins quatre points 
qui ne sont pas situés dans le même plan. On peut exprimer autrement 
cet énoncé en disant que l'espace a au moins trois dimensions. 

Une autre hypothèse, qui revient à dire que l'espace a trois 
dimensions au plus, est celle qui énonce que deux plans ayant un 
point en commun ont encore au moins un point commun. Ne pourrions- 
nous pas nous» en passer également? En d'autres termes, peut-on 
laisser ouverte cette question et arriver néanmoins à une classification 
complète de toutes les possibilités qui se présentent alors? 

La dernière hypothèse peut aussi être formulée conmie il suit: 
Tout l'espace dépend linéairement de quatre points quelconques qui 
ne sont pas situés dans le même plan. C'est-à-dire qu'en partant 
de ces quatre points, on pourra, en traçant leurs droites de jonction, 
et en joignant les points de ces droites à de nouvelles droites, 
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etc., atteindre tout point de l'espace. On peut exprimer ceci en disant 
que les quatre points forment un système fondamental de l'espace. 

En supprimant cette hypothèse on se trouve devant cette possibilité 
que l'espace ait un système fondamental de plus de quatre points, 
peut-être même d'un nombre de points infini, dénombrable ou non. 

Quant à la possibilité de démontrer qu'il existe un système fon- 
damental, c'est-à-dire un système de points linéairement indépendants 
les uns des autres alors que tout point de l'espace dépend linéairement 
du système, je n'ai réussi à le démontrer qu'en me servant de la 
proposition sur la bienordonmmce énonçant que tout ensemble se 
laisse bienordonner. 

Que si l'on n'ose s'aventurer sur ce terrain peu sûr dans la théorie 
des ensembles, on pourra en tout cas remplacer l'hypothèse relative 
aux deux plans ayant un point en commun par celle qui dit que 
l'espace a un système fondamental. Au cas où celui-ci se compose 
de n + 1 points, on dira que l'espace a n dimensions; si le nombre 
des points est infini, on dira que l'espace a une infinité de dimensions. 
Qu'il existe des espaces où l'ensemble des dimensions a une puissance 
déterminée quelconque et où la métrique euclidienne pourra s'ap- 
pliquer, je l'ai démontré dans une note publiée dans le «Festsknft 
til H. G. Zeuthen», Copenhague, 1909. 



Sur le théorème de IL Picard dans la théorie 

des fonctions monogènes. 

Par Ebnst Lindelôp. 

Le célèbre théorème de M. Picabd relatif aux yaleors d'une fonc- 
tion dans le voisinage d'un point singulier essentiel a fait^ depuis 
une dizaine d'années^ l'objet de nombreuses recherches intéressantes, 
qui en ont beaucoup approfondi et élargi le contenu, en même temps 
qu'elles ont rattaché le théorème à des principes d'un ordre plus 
général, lui ôtant ainsi ce caractère isolé et en quelque sorte 
mystique qu'il présentait d'abord. D'autre part, la théorie des fonctions 
entières transcendantes qui, pendant la même époque, a subi une 
évolution incessante et très remarquable, a conduit de son côté à de 
nouvelles généraUsations du théorème en question, qui en ont encore 
augmenté rintâ*êt et l'importance. 

Il nous semble donc qu'un exposé succinct des principaux résultats 
acquis dans cette voie mérite un intérêt plus général. Toutefois, 
pour ne pas trop étendre le sujet, nous devons nous borner aux 
résultats ayant un rapport direct avec le théorème de M. Picard, 
laissant de côté ceux fournis par la théorie des fonctions entières, 
qui forment un chapitre à part. 

1. Les découvertes de M. Picard dans l'ordre d'idées qui nous 
occupe, exposées d'abord en 1879 dans les Comptes rendus et l'année 
suivante, avec plus d'étendue, dans les Annales de VÉcole Normale 
Supérieure, se ramènent essentiellement aux deux théorèmes suivants, 
que nous appellerons brièvement dans la suite le théorème paréictdier 
et le théorème général: 

Théorèïie particulier: Une fonction entière transcendante prend 
toute valeur finie donnée, à l'exception peut-être d'une seule valeur. 

Théorème général: Si la fonction monogène f(x) est uniforme 
dans le voisinage d'un point x^y qui en est wn point singulier essentiel 
isolé y Véquaiion f{x) = C admet une infinité de racines tendant vers 
Xq, et cela powr toute valeur finie de la constante G, excepté peut-^e 
une seule de ces valeurs. 
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Toute fonction entière transcendante ayant oo comme point sin- 
gulier essentiel, il résulte dn second théorème qu'elle prend, et même 
en une infinité de points, toute valeur finie donnée, excepta au plus 
une de ces valeurs. Le premier théorème rentre donc bien dans le 
second comme cas particulier. 

2. Nous rappellerons d'abord en quelques mots la démonstration 
de M. PiCABD, et, à cet e£Fet, nous devons parler de la fondiOR modu- 
îaire, ou plutôt de son inverse. 

Soient t et g deox variables complexes, que nous représenterons 
géométriquement dans des plans différents. Dans le plan des t, con- 
sidérons le domaine (couvert de hachures dans la figure ci-dessous) 
limité par l'axe imaginaire positif, la demi -droite menée du point 
t^l parallèlement à cet axe, et la moitié supérieure de la circon- 
férence ayant comme diamètre le segment — 1 de l'axe réel. 

nm d« i. 



On sait, par la théorie générale de la représentation conforme, qu'il 
existe une fonction monogène bien déterminée, t~v(e), qui donne 
la représentation de la moitié supérieure du plan des e (dans la 
figure paiement couverte de hachures) sur le domaine choisi dans 
le plan des (, de telle sorte qu'aux points e=-0,l,<x> correspondent 
respectivement les points f =- 0, 1, oo. 

Cette fonction v(e) peut d'ailleurs se présenter sous forme d'un 
quotient de deux périodes convenablement choisies de l'int^ale ellip- 
tique de première espèce où P — «. Mais nous n'avons pas besoin 
d'une représentation analytique de cette fonction pour en étudier les 
propriétés. 

En effet, il résulte immédiatement des principes fondamentaux du 
prolongement analytique que la fonctioo v{js) peut se prolonger au 
delà de l'un quelconque des segments — oo — 0, — 1, 1 — H- oo 
de l'axe réel et que, à deux points e symétriques par rapport à cet 
axe, correspondront deux points ( qui seront, dans le premier cas 

Oongiti d« HMhémiitlqsH fc SMokholm 1W9. 8 
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symétriques par rapport à Taxe imaginaire^ dans le dernier cas symé- 
triques par rapport à la demi-droite menée du point ^ » 1^ et dans 
le second cas inverses l'un à l'autre par rapport au cercle dont le 
diamètre est le segment — 1 de Taxe réel. Les nouvelles branches 
de la fonction v{z) qu'on obtient ainsi se prolongent à leur tour 
suivant le même principe^ et^ en tenant compte des propriétés géo- 
métriques des différents domaines du plan des t qui s'obtiennent du 
domaine primitif à l'aide de ces transformations successives par 
symétrie ou par inversion, on arrive ainsi aux résultats suivants: 

v{z) est une fonction à une infinité de branches qui, dans tout le 
plan, n'a d'autres singularités que les points 0, 1 et oo. Chaque 
branche de la fonction est uniforme et réguUère à l'intérieur du 
domaine obtenu en découpant le plan suivant l'axe réel depuis 1 à 
-f- c» et depuis à — oo, comme l'indique la figure, et donne la 
représentation conforme de ce domaine sur une portion simplement 
couverte de la moitié supérieure du plan des t 

Lorsque le point z décrit dans son plan un contour fermé quel- 
conque qui ne passe par aucun des points 0, 1, oo, la fonction v{z) 
reprendra sa valeur initiale ou non suivant que ce contour peut ou 
ne peut pas se réduire à un point par une déformation continue sans 
franchir l'un desdits points. 

L'ensemble des portions du plan des t sur lesquelles le plan des z^ 
découpé comme il a été dit, se trouve représenté par les différentes 
branches de la fonction v{z), couvre simplement et sans lacunes la 
moitié supérieure du plan des t 

Ainsi la fonction t=^v{z) donne la représentation conforme sur la 
moitié supérieure du plan des t de la surface de RiEMANN à une 
infinité de feuillets indentiques construite comme il suit: 

Prenons un plan découpé suivant l'axe réel depuis 1 à oo et depuis 
à — -oo, comme plus haut; à chaque bord de chacune de ces coupures 
raccordons le bord opposé d'un autre plan découpé de la même 
manière; puis, à chaque bord libre de chacun de ces derniers plans^ 
raccordons encore un nouveau plan, et ainsi de suite. 

La surface ainsi construite forme évidemment un domaine simplement 
connexe. 

La fonction z = n{t)y inverse de la fonction t^v{z\ est la fonction 
modulaire. D'après ce qui précède, elle n'existe que dans la moitié 
supérieure du plan de t, et elle reste invariable pour im certain 
groupe de substitutions linéaires, résultant de deux transformations 
successives parmi celles que nous avons considérées ci-dessus. 
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3. Après ces considérations sommaires, qui nous seront utiles dans 
la suite^ voici maintenant l'idée qui a conduit M. Picard à la démon- 
stration du théorème partictdier. 

Admettons un moment que la fonction entière transcendante f(x) 
ne prenne ni la valeur a ni la valeur 6, distincte de a. L'expression 

sera une fonction entière transcendante qui ne devient jamais égale 
ni à ni à 1. Considérons alors la fonction 

(1) V (Fix)). 

Si la variable x, partant d'un point donné^ décrit dans son plan un 
chemin absolument quelconque ^ la fonction F(x) sera constamment 
régulière et différente de et de 1, d'où il résulte que la fonction 
ci-dessus pourra être prolongée analytiquement le long du chemin en 
question. D'après les principes généraux de la théorie des fonctions 
monogènes ; cette fonction serait ainsi uniforme et régulière dans 
tout le plan^ c'est-à-dire une fonction entière^ qui ne saurait d'ailleurs 
se réduire à une constante puisque f{x) n'est pas constante. D'autre 
part, d'après les propriétés de la fonction v(j!), cette fonction entière 
(1) ne saurait prende que des valeurs dont la partie imaginaire est 
positive. Or ceci est en contradiction avec le théorème bien connu 
de Weierstrass, suivant lequel toute fonction entière qui ne se 
réduit pas à une constante peut s'approcher autant qu'on veut de 
toute valeur donnée. 

En fait, M. Picard aboutit à une contradiction plus élémentaire 
en considérant, au lieu de (1), la fonction 

laquelle, si l'antithèse était vraie, représenterait une fonction entière 
dont le module serait inférieur à l'unité dans tout le plan, et qui 
cependant ne se réduirait pas à une constante. 

La démonstration qu'a donnée M. Picard pour le théorème général 
est plus compliquée, et suppose essentiellement une étude détaillée 
des différentes substitutions linéaires pour lesquelles la fonction 
modulaire reste invariable. 

4. Près de vingt ans s'écoulèrent après la mémorable découverte 
de M. Picard, sans que les efforts des mathématiciens pour démontrer 
ses résultats sans l'appui de la fonction modulaire eussent été couronnés 

8* 
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de succès. Ce n'est en effet qu'en 1896 que M. Borel^) réussit à 
donner du théorème particulier de M. Picard une démonstration 
élémentaire et très remarquable, sur laquelle nous aurons à reyenir 
en détail à la fin de cette étude. 

Le progrès suivant dans cette voie date de 1904. En cherchant 
à préciser certains détails dans la démonstration de M. Bobel, 
M. Landau') fut conduit au résultat suivant qui, au premier abord, 
semble presque étonnant: 

Les qualités % et a^ (+ 0) ^nt données^ an peut trauver tme 
limite finie B(a^, a^ qui ne dépend que de ces quantités, telle que toute 
fonction f(x) qui est régulière à Varigine et dont le développement 
taylorien commence par les termes 

(2) a^ + aiX + ...y 

quels que soient les confidents des termes suivants, prend la valeur 
ou la valeur 1 ou présente un point singulier à Vintériewr du cercle 
x\< B(ao, ai). 

Il restait encore à abaisser autant que possible la limite en question. 
Â l'expression qu'en avait donnée M. Landau, M. Hubwitz substitua 
la même année cette autre expression 

B(fl^ a,) =- 22 i^ vW yW^\, 

qui est plus précise bien qu'encore artificielle. La vraie valeur de 
^iP'nj^i) ^^ donnée l'année suivante, en 1905, par M. Garathéodoby, 
dans une courte Note insérée dans les Comptes rendus'^ elle s'écrit 



(3) • R{a„ a,) - 



S/vCao) 



«1 v\a^) 

Jv{z) désignant la partie imaginaire de la fonction v(ji) considérée 
plus haut. On démontre facilement que cette valeur reste la même 
qu'elle que soit la branche qu'on ait choisie de la fonction v{e). 

Donc il n'existe, parmi les fonctions régulières à l'origine et dont 
le développement taylorien commence par les termes (2), aucune qui 
soit à la fois régulière et différente de et de 1 dans un cercle 



1) Emilr Bossl, Démonstration élémentaire d'un théorème de M. Picard sur 
les fonctions entières {Comptes rendus^ 11 mai 1896). 

2) E. Landau, Uber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes (SttztmgS' 
berichte der Kgl. Preussiscfien Akademie der Wissenschaften, XXX V 111, 1904). 
Voir aussi le Mémoire du même auteur: Ûber den Picardschen Satz (VierteU 

jahrsschrift der Nattirforschenden Geséllschaft in ZOrich, Jahrgang 61, 1906), qui 
renferme une bibliographie complète à laquelle nous renvoyons le lecteur. 
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ayant Torigiiie pour centre et un rayon supérieur à la limite (3). 
Au contraire ; il existe des fonctions yérifiant toutes ces conditions 
dans un cercle dont le rayon est inférieur à (3) d'aussi peu qu'on 
voudra. Et la limite en question^ comme l'a démontré M. Cabà- 
THÉODORY, peut être réellement atteinte^ et cela arrive précisément 
pour les fonctions qui donnent la représentation conforme du cercle 

' aiv(ao) 

sur la surface de Riemann dont il était question à la fin du n^2, 
de telle sorte qu'au point x = corresponde le point d'affixe a^ 
marqué sur un certain feuillet de cette surface. 

Ce résultat^ qui ne saurait être précisé davantage et qui constitue 
ainsi la forme définitive du théorème particulier, peut s'obtenir en 
réalité par une légère modification de la démonstration primitive de 
M. Picard. Considérons en effet la fonction 

^ ^ v{z) — v{a^y 

v{a^ désignant la quantité conjuguée de v{a^. D'après le n®2, cette 
fonction donne la représentation conforme de la surface de Riemann 
en question sur le cercle ayant l'origine pour centre et l'unité pour 
rayon, de sorte qu'on aura | A(ii) | < 1 pour toute valeur de z distincte 
des valeurs 0, 1, oo, qui sont les seules singularités de X{z). 

Admettons maintenant que la fonction f{x) = «o + a^x + • • • soit 
régulière et diiférente de et de 1 dans le cercle \x\<,Il. La 
fonction k{f{x)) sera régulière dans le même cercle et aura son mo- 
dule inférieur à l'unité. D'ailleurs son développement taylorien s'écrit 

l{f{x))^A,x + A^x'+"' 
où 

^ ^v{fl,)-v{fl,) 2Jv{a,)' 

Or il résulte d'un théorème bien connu de Cauchy qu'on a |-4.i| JB^l, 
c'est- a- dire 



-B< 



«1 «''(«o) 



D'ailleurs on s'aperçoit facilement que le signe d'égalité se présente 
seulement dans les cas où les coefficients A^, A^y . . . sont tous nuls, 
et que ceci a lieu précisément pour les fonctions f{x) qui donnent 
la représentation conforme du cercle | a; | < JR sur la surface de 
Riemann envisagée plus haut. 
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5. Quant au théorème général de M. Picaed, c'est à M. Schottky 
que revient Thonneur d'en avoir donné le premier une démonstration 
élémentaire, c'est-à-dire ne faisant pas usage de la fonction modulaire, 
démonstration qui repose d'ailleurs essentiellement sur les idées de 

M. BOREL.^) 

Dans cette démonstration intervient une inégalité importante à la- 
quelle doit satisfaire toute fonction qui, dans un cercle donné, est 
à la fois régulière et différente de et de 1, inégalité sur laquelle 
nous aurons encore à revenir. Pour le moment nous nous bornerons 
à rappeler un résultat intéressant qui découle de cette inégalité, et 
qui complète dans une nouvelle direction le théorème particulier de 
M. Picard. 

Si f(x) est une fonction quelconque qui soit régulière et différente 
de et de 1 dans le cercle | a; | < lî et qui prenne à V origine la va- 
leur a^, on aura powr \x\<i r(< B) l'inégalité 

\f(x)\<M[a„^), 

(T \ Y 

ttQ, -g-j ne dépendant que de a^ et du rapport -g-- 

6. Dans un Mémoire^) paru l'année dernière, nous avons repris les 
questions dont nous venons de rendre brièvement compte, en les 
rattachant à un principe général d'un caractère simple et intuitif qui 
nous semble constituer le vrai point de départ de cette théorie, et 
qui nous a d'ailleurs conduit à de nouvelles généralisations du théo- 
rème de M. Picard. Plus tard nous nous sommes aperçu que le prin- 
cipe en question, sous ime forme différente et moins générale, avait 
déjà été énoncé par M. Schottky*), qui toutefois n'en a pas déve- 
loppé les multiples conséquences. 

Considérons une fonction monogène f{x) qui vérifie les deux con- 
ditions suivantes: 

1® EUe est uniforme et régulière dans un certain domaine connexe X; 



1) F. Schottky, Ûber den Picardschen ScUz und die Boreïachen Ungleichu/ngen 
(Sitzungsherichte der Kôn. Preufiischen Akademie der Wissenschaften, XLII, 1904). 
Plus tard M. Schottky a repris cette question dans un Mémoire intitulé: Ûber 
zwei Beweise des àlîgemeinen Picardschen Satees (ibidem, XLYI, 1907). 

2) Ernst Lindelôf, Mémoire su/r certaines inégalités dans la théorie de fonctions 
monogènes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans U voisinage 
d^v/n point singulier essentiel (Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Tom. XXXV, 
No. 7, 1908). 

3) Voir le second des Mémoires cités dans la première note ci-dessus. 
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pour plus de simplicité^ nous admettrons d'abord que ce domaine 
soit à connexion simple et qu'il ne se recouvre pas lui-même. 

2® Les valewrs ss=f{x) que prend la fonction à l'intérieur du domaine 
X sont représentées géométriquement par des points qui sont tous intérieurs 
à un certain domaine Z, que nous supposerons d'abord présenter le 
même caractère simple que le domaine X 

Prenons à l'intérieur de X un point quelconque Xq et marquons 
dans Z le point correspondant 0q = f(xQ). Nous désignerons par 
Gx {Xy Xq) la fonction de Green relative au domaine X qui admet Xq 
comme point critique, c'est-à-dire la fonction harmonique qui s'annule 
sur la frontière de X et qui est régulière à l'intérieur de ce domaine, 

sauf au point Xq où elle devient infinie comme log^ ,; de même, 

\X Xq I 

nous désignerons par Gz (^, ^o) 1* fonction de Green relative au 
domaine Z et au point 0q. 

Ces fonctions peuvent se présenter sous les formes 

Gx (pc, x^) - log il^:^ + Hxix - a^o), 

(4) ' '' 

(^z {^, ^o) - log ||§^ + Hz{z- ^o), 

y 2(^0) ®* yz{^o) désignant des constantes positives et Hz, Hz des 
fonctions harmoniques s'annulant respectivement en même temps que 

X — Xq Qi z — Zq. 

Considérons maintenant l'équation 

(5) Gx(a;,a?o) = A, 

k étant une constante positive. Il résulte des propriétés connues de la 
fonction de Green que cette équation représente une courbe simple 

qui renferme in- Han des .. Pian des .. 

térieurement le 
point Xq, et qui est 
elle-même com- 
prise à l'intérieur 
du domaine X; de 
plus, lorsque X 
augmente indéfi- 
niment, cette courbe se resserre de plus en plus autour du point Xq, 
tandis que, lorsque k tend vers 0, elle tend de plus en plus vers le 
contour du domaine X. D'ime manière analogue l'équation 

(6) Gz{z, z,) = 
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représente une conrbe simple comprise dans Z et environnant le 
point e^. 

Gela posé, le principe général que nous ayons en vne se réduit 
tout simplement à ceci: 

A iotU point x pris à l'intérieur de la courbe (5) correspond un 
point e — f{x) intérieur à la courbe (6). 

La démonstration, qui est des plus simples, n'invoque en somme 
que ce fait bien connu que la limite supérieure ou inférieure d'une 
fonction harmonique, dans un domaine où elle est régulière, ne saurait 
être atteinte en un point intérieur à ce domaine, à moins que la 
fonction ne se réduise à une constante. Nous devons nous borner 
ici à cette indication sommaire, renvoyant pour plus de détails à 
notre Mémoire cité plus haut. 

A im point x situé sur la courbe (5) correspondra, d'après ce qui 
précède, un point e = f(x) qui est situé ou à l'intérieur de la courbe 
(6), ou sur cette courbe. On démontre que ce dernier cas se présente 
seulement pour les fonctions f(x) qui donnent la représentation conforme 
du domaine X sur le domaine Z, 

Pour les grandes valeurs de A, la courbe (5) se réduit sensiblement 
à une circonférence de centre x^ et de rayon yx(xQ)e~\ et la courbe 

(6) à une circonférence de centre 0^ et de rayon yz(Oc"^. Si le 
point X est situé sur la première courbe, le point z = f{x), d'après 
ce que nous venons de dire, sera situé à l'intérieur de la seconde 
courbe ou sur cette courbe, et comme on a sensiblement 

i^-^.Ni/"W-/"(*o)i-irw(^-'»o)i, 

on en conclut l'importante inégalité 

(7) \n^o)\yx{xo)£yzM' 

On démontre d'ailleurs facilement que, cette fois encore, le signe 
d'égalité ne se présente que lorsque la fonction f(x) donne la re- 
présentation conforme du domaine X sur le domaine Z, 

Dans le cas particulier où le domaine X se réduit à un cercle 
ayant Forigine comme centre, on a, en posant Xq =— 0, 



Gx{x,Xo)^logr-r^, 



\x 

JR étant le rayon du cercle, d'où yjr(^o) ^ -^- ^^ 

f{x) = ao + «1^: + a^a? H 

est le développement taylorien de la fonction donnée, l'inégalité (7) 
se réduit donc à 
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7. Le principe qui précède comporte de nombreases applicationB 
dont nous atoiib développé quelqaea-ones dons notre Mémoire. Ici 
' nous nous bomerons à un seul exemple, bot lequel repose la démon- 
stration élémentaire da théorème de M. FlCABD qni termine cette étade. 
Supposons la fonction monogène 

/•(«)= (7W + .-FW 
r^nlière pour \x\^B, et, poar simplifier, admettons d'abord que 
rtO)-0. 

Nous conviendrons de désigner par A(y) le maximum, par —B(r) 

le minimum de la partie réelle U(x) sur la circonférence | ic | — r ( ^ S), 

et par M(r) 1© maximum du module \f{x) | sur la même circonférence, 

A{r) étant, comme B{r) et M(r), une fonction croissante de r, 

on aura 

U(x} < A(R) pour \x\<S, 

et ou pourra donc appliquer le principe général à la fonction f(x) 
en prenant le cercle \x\<. R comme domaine X et, pour domaine Z, 
le demi-plan situé à gauche de la parallèle à l'axe imaginaire passant 
par le point e = A{Il). 

Si l'on fait x^ - 0, d'où «, = /"(O) = 0, on a 

d'où PUn d- ^ 

Yzix,)^R, 
yz(^o)-2J(B). 
La courbe (5), 
comme nous l'a- 
vons déjà dit an ' 
n^d, se réduit 
donc à on cercle 
ayant l'origine 
comme centre et 

le rayon r = Re~\ et la courbe (6) est ni 
diamètre le segment ab de l'axe réel, où 

Donc, si le point x fait partie du cerde couvert de hachures du 
plan des z, le point e — f(x), d'après notre principe, fera partie du 
cercle couvert de hachures dans le plan des g, d'où l'on déduit im- 
médiatement les in^alités suivantes: 



122 Ernst Lindeïôf: 



Mr) £ 5^ ^{H), S(r) ^ ^ A(R), M{r) ^ ^ A{R). 



D'autre part, Tinégalite (7') devient 



B^y:^,A{R\ 



=^ I r(o) 

inégalité qui renferme un résultat intéressant relatif aux fonctions 
entières^ comme nous l'avons montré dans notre Mémoire. 

Dans les résultats qui précèdent; le signe d'égalité ne saurait d'ailleurs 
se présenter si, comme nous l'avons supposé, la fonction f{x) est 
régulière aussi sur la circonférence du cercle X, puisque, dans ce 
cas, la fonction en question ne saurait représenter le cercle X sur 
le demi -plan Z. 

En appliquant le même raisonnement que ci-dessus à la fonction 
— f(x), on trouverait les mêmes inégalités, avec cette différence que 
les quantités A et B seraient échangées entre elles. 

Si f{0) + 0, on pourra appliquer le raisonnement qui précède à 
la fonction 

, fix) - m = (U(x) - mo)) + i{r(.x) - F(0)), 

de sorte que, dans les inégalités précédentes, on n'aura qu'à remplacer 
A(r) par A(r) - U(P) et -B(r) par —B{r) - U(0), ou bien B(r) 
par B(r) + 27(0). Ainsi on obtient entre autres les inégalités suirantes ^), 
dont nous aurons à faire usage dans la suite, et qui ont lieu pour 
toute fonction qui est régulière pour | a; | ^ iî: 

(8) A{r) < U{0) + J^- {B(B) + 17(0)), 

(9) Bir) < - U(0) + ^(A{R)- UiO)), 



B 
^ R 

(11) B<-^^^j^{Am-mo))- 



(10) Max. I f{x) - /-(O) I „, = , < p^ {A{B) - U(.0))- 



Remarquons, en passant, que l'inégalité (10) entraîne la suivante 

B 



(10') M{r) < I f(0) I + -^- (A (R) - mO)). 



1) Dans le cas où U(x) >• pour \x\<^B, notre méthode conduit immédia- 
tement aux inégalités 

qui renferment le célèbre principe de Hasmack. 
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8. En énonçant le principe général, nous avions supposé que X 
et Z sont des domaines simplement connexes ne se recouvrant pas 
eux-mêmes. Mais ces restrictions ne sont nullement nécessaires; les 
domaines en question pourront se recouvrir plusieurs ou même une 
infinité de fois, ils pourront aussi présenter à l'intérieur des points 
de ramification, nécessairement algébriques, ils pourront enfin avoir 
une connexion quelconque et être limités d'une manière quelconque. 
U suffit de supposer que ce soient des domaines connexes qui admettent 
une fonction de Green. Cette condition étant remplie, si la fonction 
f(x) est uniforme et régulière dans X et telle que, lorsque le point 
X décrit à Fintérieur de X une courbe fermée quelconque, le point 
is =» f{x) décrive une courbe qui soit tout entière située dans Z et 
qui se ferme sur cette surface, on pourra toujours affirmer qu'à un 
point X pris arbitrairement à l'intérieur de la courbe (5) correspond 
un point is =» f(x) intérieur à la courbe (6). 

En revenant maintenant au théorème de M. Picard, admettons 
que la fonction f(x) soit régulière et différente de et de 1 dans 
le cercle | a? | < JS, que nous prendrons comme domaine X. Lorsque 
le point X décrit un contour fermé situé à l'intérieur de ce cercle, 
le point = f(x) décrira dans son plan un contour également fermé 
et qui n'entoure ni le point ni le point 1, de sorte qu'il pourra, 
par une déformation continue, se réduire à un point sans passer par 
un de ces points. Donc, si l'on imagine que le point Zy au lieu de 
rester dans le plan, se meuve sur la surface de Riemann dont il 
était question à la fin du w® 2, le chemin qu'il décrit se fermera 
encore sur cette surface, que nous pourrons ainsi choisir comme 
domaine Z. 

Marquons sur un feuillet déterminé de la surface Z le point P,^ 
dont l'affixe est égal à ^gr^,, et soit tQ^v(^Q) la valeur que prend en 
ce point la fonction t = v{z) considérée au w® 2. Cette fonction, 
d'après ce que nous avons dit au numéro cité, nous donne la re- 
présentation conforme de la surface Z sur le demi-plan situé au- 
dessus de Taxe réel, de sorte qu'au point P^^ corresponde le point t^. 
Or la fonction de Green relative à ce demi-plan et au point tQ s'écrit 



log 



t — t^ 



t^^viz^ étant la quantité conjuguée de t^. Donc la fonction de 
Green relative à la surface Z et au point P^^ s'écrit 

v[z) — v{Zq) 



Grz{z, ^o) = log 



v{z)--v{z^) 
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I 



d'où l'on tire facilement pour la constante yz(/io) ^ Taleur 

Cela posé; l'application de notre principe conduit immédiatement 
aux différents résultats dont nous avons rendu compte plus haut. 
Ainsi, en admettant que le développement taylorien de f(x) s'écrit 

l'inégalité (T) nous donne immédiatement 



R< 



2JvM 



OÙ le signe d'égalité ne se présentera que lorsque f{x) donne la re- 
présentation conforme du cercle | â; { < i! sur la surface Z. — C'est 
le théorème particîdier de M. Picard, dans la forme définitive que 
lui ont donnée MM. Landau et Cabathéodoby. 

D'autre part, en faisant Xq = 0, e^^ f(0) = a^, A = log — (r < B), 
l'équation (5) se réduit à | rc | = r et l'équation (6) s'écrit 



(12) 



v(z) — v{aQ) 



B 

r 



Notre principe nous permet donc d'affirmer que, si le point x est 
intérieur au cercle | a: | =* r(< JB), le point z = f{x) sera intérieur à 
la courbe (12), qui est une courbe fermée située dans le domaine Z. 

Désignons par Mya^y Xj la plus grande distance de cette courbe à 

l'origine, laquelle ne dépend évidemment que de la constante % et 

du rapport ^; on aura 

I f{x) I < Jf (ao, Çj pour | a: | < r. 

C'est le théorème de M. Schottky, dont nous avons parlé au n*^5, 
mais notre méthode nous a fourni en même temps la valeur précise 
et une interprétation simple de la limite M. 

On voit de même que, dans le cercle | a? | < r, le module | f{x) \ 
est supérieur à la plus courte distance de la courbe (12) à Forigine, 
et le module | f{x) — 1 ' supérieur à sa plus courte distance du point 
x^h 

9. Mais notre principe fournit surtout pour le théorème général 
de M. Picard une démonstration qui est bien plus simple que celles 
qu'on avait proposées auparavant. 
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Admettons, en effet, que x^ aoit un point singulier essentiel ponr 
f(x) et qne cette fonction soit oniforme, régolièie et différente de 
et de 1 ponr 0<\x — x^\<B. 

Soit Zq nn point distinct des pointa et 1 et, de e^ comme centre, 
traçons un cercle c laiseiut à l'extérieur ces mêmes points. D'après 
un théorème de Weiebstrass dont nous nous sommes déjà senri 
an n'S, on peut trouver une suite de points, x^, x^. . ., x^..., tendant 
vers x^ et tels que les pointe e^ — f(x^ soient tons intérieurs an 
cercle e. 

Faisons maintenant t — log (x ~ x^ et désignons par t^ la Talenr 
principale de log («, — a;,), c'est-à-dire la valeur dont la partie ima- 
ginaire, divisée par », est supérieure à — « et inférieure ou égale à «. 
La fonction donnée f(x) sera transformé! 
f{t), qui est régulière et différente de et 
T situé à gauche piu d» z. 

de la parallèle à 
l'axe imaginaire 
passant par le 

point t = It^ B. log R 

Cette fonction f(f) 
admettrad'ailleurs 
la période 2 ni, de 
sorte qu'il nous 

snfGra de l'étndler dans la partie du dea 

verte de hachures dans la fîgnre) qui esn comprise entre aeux 
parallèles à l'axe réel situées de part et d'antre de c«t axe à la 
distance n. Cette même partie de T comprend tons les points /,, 
lesquels s'éloignent vers l'infini lorsque n croit indéfiniment. 

Nous désignerons par Grit, ',) la fonction de Gbeen relative au 
demi-plan T et an point /„. L'éqnation 

(13) GT{t, Q - A 

représentera un cercle entourant le point t^, et on se convainc par 
un calcul facile que, dès que n dépasse un certain entier n^, c« 
cercle renfermera intérieurement le segment A^B^ {vmr la figure), 
auquel correspond dans le plan des x la circonférence C^ passant 
par le point x^ et ajant x^ comme centre. 

Cela posé, il résulte de notre principe général que, à tout point t in- 
térieur au cercle (13), correspond nn point e — f{t) intérieur à la courbe 

(14) Gz{z,z:)~X, 
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GziZy O désignant la fonction de Green relative à la surface de 
RiEMANN Zy dont il a été question plus haut; et au point d'affixe 
z^ marqué dans un feuillet déterminé de cette surface. Or^ les points 
e^ étant tous intérieurs au cercle c fixé au début de ce numéro, les 
distances maxima des différentes courbes (14), correspondant aux 
différents indices n, à l'origine admettront une limite supérieure 
finie M, Il en résulte qu'on a |/^(^)|<Jf à Tintérieur de chacun des 
cercles (13) et, d'après ce qui précède, la même inégalité sera donc aussi 
vérifiée sur chaque segment A^B^ dont l'indice dépasse Wq. 

Mais cela veut dire que le module \f{x)\ reste inférieur à M sur 
chacune des circonférences C„,+i; Gn^^^, ... Par suite on aurait aussi 
|/"(a?)| < M dans la couronne comprise entre deux de ces circonférences 
successives, et comme leurs rayons tendent vers zéro, \f{x)\ serait 
donc inférieur à M dans un certain voisinage du point x^y qui serait 
ainsi un point régulier de f{x)y contrairement à l'hypothèse. Cette 
contradiction prouve l'exactitude du théorème. 

10. Par un raisonnement analogue au précédent on arrive à établir 
certaines propriétés nouvelles des fonctions monogènes dans le voisinage 
d'un point singulier essentiel, propriétés qui sont intimement liées 
au théorème de M. Picard. Nous en citerons ici quelques-unes, en 
renvoyant pour les démonstrations à notre Mémoire. 

Admettons que Xq soit un point singulier de la fonction f{pc) et 
que, dans une certaine portion S du voisinage de ce point, limitée 
par deux rayons issus de x^ et un cercle ayant ce point comme centre, 
la fonction en question soit régulière et ne prenne ni l'une ni l'autre 
de deux valeurs finies distinctes, a et &. 

Par ces conditions la variabilité de la fonction f{x) à l'intérieur 
de S se trouve essentiellement restreinte, comme le montrent les 
propositions suivantes: 

1® Si le module \ f{x) | reste fini sur un certain rayon issu du point 
Xq et intérieur à S, il restera inférieur à une limite finie dans tout 
angle ayant son sommet au point Xq et dont les côtés sont intérieurs à S. 

2® Si y lorsque x tend vers Xq suivant un rayon intérieur à 8, la 
fonction f(x) tend soit vers c», soit vers Tune des valeurs finies qu^éUe 
ne prend pas dans S, elle tendra uniformément vers cette même limite 
dans tout angle dont les côtés sont intérieurs à S. 

3® X tendant vers Xq suivant un rayon intérieur à 8, si la fonction 
f(x) tend vers une valeur G distincte de celles dont il est question dans 
la proposition 2®, elle ne saurait tendre vers une limite autre que G 
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sur aucun rayon intérieur; si die tend vers C sur deux rayons intériewrSy 
eUe tendra uniformément vers C dans V angle formé pa/r ces rayons. 

4® Si, lorsque x tend vers Xq suivant un rayon intériewr, la fonction 
f{x) ne tend pas vers une valeur dâ^erminéè, et si parmi ses valeurs- 
limites^) figure oo ou Vune des valeurs finies que f{x) ne prend pas 
dans S, il en est de même sur tout autre rayon intérieur. Sur deux 
courbes tendant vers Xq avec une même tangente intérieure à l'angle 
considéré, Vensemhle des valeurs limites de f(x) est le même. 

Par des changements de yariable convenables; on peut modifier 
de difiPérentes manières ces propositions, comme nous Tavons montré 
dans notre Mémoire. 

Démonstration élémentaire du théorème de H. Picard. 

11. Il nous reste encore à faire voir comment on peut démontrer 
les théorèmes précédents par voie élémentaire, c'est-à-dire sans faire 
appel à la fonction v{is). 

A cet effet; nous allons suivre pas à pas la démonstration donnée 
par M. BoBEL pour le théorème particulier, en précisant seulement 
les détails de cette démonstration à l'aide des résultats du n^7. Nous 
arriverons ainsi à établir le théorème de M. Landau ainsi que le 
théorème général de M. Picard, par un raisonnement qui nous semble 
plus simple et plus facile à suivre que celui des auteurs précédents. 

Admettons donc de nouveau que la fonction 

f(x) = a^+a^x + a^x^-\ 

soit régulière et différente de et de 1 dans le cercle | a; | < i2 et^ 
d'abord; aussi sur sa circonférence. 
Il en résulte qu'on pourra écrire 

(15) f(x) = e^x(*), 1 - f{x) = 6^«(*), 
d'où 

(16) e^i(*)-f eG'.(*) = 1, 

Gi{x) et G^(x) désignant des fonctions qui sont régulières pour 
I a? I ^ jR et qui ne deviennent égales à un multiple entier de 27ti 
dans ce même domaine. Pour fixer ces fonctions d'une manière uni- 
voque, nous conviendrons d'ailleurs de choisir 

(17) (ti (0) = val. princ. log a^, G^ (0) = val. princ. log (1 — a^) . 



1) Nous dirons que, sur une courbe donnée tendant vers x^ , la fonction f{x) 
admet une certaine valeur G comme valeur-limite, s^il existe sur cette courbe 
une suite de points, aji , a;, , . . . , a? , . . . , tendant vers x^ et tels que lim f{x) = C. 



VSOO 
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Soient A^{ir) le maximum^ —B^{r) le minimum de la partie réelle 
de la fonction G^{x) sur la circonférence \x\^r (<JS)y et -4.,(r), 
—B^if) les quantités analogues relatives à la fonction G^(x)j et soient 
d'autre part Jtfi(r) et -3f,(r) les maxima de |Éri(a;)| et de |(T2(fl?)| 
sur la même circonférence. 

En désignant par g et q'{> q) deux nombres positifs quelconques 
non supérieurs à 22, nous allons établir une inégalité entre Mj^{ff) 
et M^Çq'), a cet effet, en intercalant deux nombres ç^ et q^ entre 
g et g\ de sorte que 9 < 9i < (>s < ^'(^ B), nous établirons succes- 
sivement des inégalités 1® entre M^Çg) et Ai(g^), 2^ entre -4.i((>i) et 
-^(Pi); 3^ entre -4,(9i) et B^{g^\ et enfin 4*^ entre BjC^^s) ®* -^iCp')- 

12. La première des inégalités cherchées s'obtient immédiatement 
en appliquant à la fonction Gi(x) la formule (10') p. 122, où Ton 
posera r '^ g, B ^ g^ On trouve ainsi 

La différence -4^ (pi) — log | a^ | étant positive, puisque Ton a 
-4i(()i) >-4i(0) = log [«qI, le second membre augmentera si Ton y 
remplace le facteur 2 g du second terme par 2()^. Gomme d'ailleurs 

1 1 fin 

— log I «0 1 ™ 1^8 I — I < i — I ®* _ > 1; on voit que l'inégalité ci- 
dessus entraîne comme conséquence la suivante 

(I) M,iç) < ^ (ACpx) + I Gi(0) I + i^) • 

L'inégalité cherchée entre ^i(pi) et A^(gj) est une conséquence 
directe de l'identité (16). En désignant par x' l'affîxe d'un point de 
la circonférence 1^1" (>i où la partie réelle de Oi{x) atteint son 
maximum A^(g^)f cette identité nous donne 

e^xiçi) =. 1 1 — e^«(*0 1^1 + 1 c^*('') 1^1+ c^*(^, 
ou bien 

e^x(çi) ^ eM9^ (1 + 6-^*<^»)) , 

d'où il résulte, en prenant les logarithmes des deux côtés et en ob- 
servant que log (1 + a;) < x, 

OU enfin, puisque -4^(pi) > -^^(O) = log 1 1 — aç |, 
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Appliquons maintenant Tinégalité (8) à la fonction Gt{po\ en faisant 
r — (>i, JR « Q^\ il Tient 

^2(9i)<log |1 - «ol +r4!'r-(^2(ft) + log 1 1 -«ol)- 

Ponr simplifier, remplaçons au second membre le facteur 2ç^ par 2ç^y 
log 1 1 — a^ I par 1 1 — «q |, et multiplions ensuite le premier terme 

par — :^^— ; on trouve ainsi la troisième des inégalités chercliées 

(ni) ^(pj<_^(j^(p^) + 2|i-o,i). 

Ayant d'aller plus loin, nous condenserons en une seule les trois 
inégalités que nous venons d'établir. Les deux premières nous donnent 

^1(P)< ^ (^(9x) + I ^.(0) I + i^ + ÏTzhj) ' 
et, en substituant à A^{q^ le second membre de (111), puis multi- 
pliant les trois autres termes entre parenthèses par — zt~y ^ s'ensuit 

(18) Jlf,(p)<-l^.^(5.(,,)+|G,(0)H-iii+i^+2|l-ao|). 

13. n nous reste à trouver une inégalité entre B^{q^ et M^{g'), 
A cet eflfet, suivant toujours M. Bobel, nous choisirons sur la cir- 
conférence |â;|»>(>2 ^^ point â;' où la partie réelle de G^{x) atteint 
son minimum — B^{fi^\ on aura 

et nous admettrons, jusqu'à nouvel ordre, que cette dernière quantité 
est infériewre à \, c'est-à-dire que l'on a J52(p,) > log 2. 
D'après (16) on a 

d'où 

G^{xr) = 2%in + val. princ.log (1 — c^» <*')), 

n étant un entier bien déterminé. En vertu de l'hypothèse admise, 
le dernier terme peut se développer en série, et l'on trouve ainsi 

I G,{af) - 2Kin I ^ e-s*(?0 + | e-^^^9^ H- • • • < -^— — ^, 

X ~"~ e 

ou encore, puisque 1 — c~^W > i, 

(19) I Giix") - 2xin I < 2c- «.W. 

On en déduit pour l'entier n l'inégalité 

(20) 2« I n I < 1 0^(x') I + 2c-^W < 2f, ((>,) + 1- 

Congrès des MafhématiqnM à Stockholm 1909. 9 
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D'après ce que nous avons dit au n®ll, la fonction Gi(x) — 2nin 
est régulière et différente de pour |a?|<i2, de sorte qu'on pourra 
écrire 

(21) G^{x) - 2jcin ^ e^('\ 

r{x) étant régulière pour les mêmes valeurs de x. Pour fixer cette 
fonction d'une manière univoque^ nous convenons de choisir 

r(0) = vaL princ. log (6?, (0) - 2;rf n) . 

Nous désignerons d'ailleurs par a(r) le maximum et par — fi(r) le 
minimum de la partie réelle de r{x) sur la circonférence |rp| =r^iî). 
Gela posé^ l'inégalité (19) nous montre que le module minimum 
6""/* W de la fonction (21) sur la circonférence | a; | = p, vérifie cer- 
tainement la condition 

d'où 

(22) iî((>,)>JB,(p,)-log2. 

D'autre part^ le module maximum ef^^'^ de la même fonction sur la 
circonférence |a7| = (>' est évidemment assujetti à l'inégalité 

d'où suit, en vertu de (20), 

OU enfin, en passant aux logarithmes et en observant qu'on a 

(23) aiç') < log M,{ç') + log 2 + ^-^^^ • 

Appliquons maintenant à la fonction r{x) l'inégalité (9) du n^7, 
en y posant ^ — • (>2, jR «= p'; nous trouvons 

^(ft) < - U{0) + ^ («((,') - 17(0)), 

où 

£r(0) = log|G'i(0)-23rtn|. 

Mais on a | G^i(0) — 2xin | ^ | 6ri(0) | et par siiite 

-ï^(0)^logî^<j^, 

car les deux quantités (ti(0) — 2;riw et G^ÇO) ont la même partie 
réelle, tandis que la partie imaginaire de la première de ces quantités 
est, en valeur absolue, au moins égale à celle de la seconde, laquelle. 
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d'après (17), est comprise entre — sci et + aci. Donc, en renforçant 
l'inégalité obtenue ci-dessus pour ^{q^), on pourra en tirer la suivante 

^(«**) < îWwi + A; («(«•') + fë^)- 

En faisant usage des résultats (22). et (23), nous trouvons maintenant 
5,(p,)<log2 + i^)l + ^(logM,(9') + log2 + |.^), 

et en multipliant encore les deux premiers termes du second membre 

à rinégalité cherchée entre B^(q^) et Mj^Çç'): 

(IV) B,(ç,) < -^ (log M,iç') + i^ + I log 2). 

D'après notre raisonnement, cette inégalité subsiste toutes les fois 
que la condition B^{ç^)>log2 est vérifiée. 

14. Rapprochons maintenant les inégalités (18) et (IV) et, pour 
simplifier, multiplions dans (18) les termes entré parenthèses qui 

suivent ^2(92) P*^ 1© facteur -r^ — ; nous trouvons ainsi 
(24) M,{q) < -^^ . -?^?- . -^ log KM.iQ') 

OÙ 

(25)logir=|(î,(0)|+i^ + i^ + î^ + 2|l-a„|+|log2. 

C'est l'inégalité entre Mj^(q) et M^iç') que nous avions annoncée 
au w^ll. Elle ne diffère de celle établie par M. Borel qu'en ce que 
nous avons trouvé une valeur explicite de la quantité K, valeur qui 
ne dépend que de la constante a^. 

Pour simplifier, nous choisirons ç^ et p, de telle sorte que 

(>i - P = P2 — Pi = P'— P2 = i (q- 9); 

et nous remplacerons dans l'inégalité précédente les facteurs ç^ et ç^ 
par q'. Cette inégalité devient ainsi 

(240 M,(q) < (-,^)' log KM, (90, 

ou bien 

jrjifi((,o>e(^)'*^*^. 

Comme (?'> x* pour a; > 0, on aura à plus forte raison l'inégalité 

9» 
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laquelle, en posant 

(26) M,(r)^K(6N(r)y, 
se réduit à 

(27) Niç-) > ?^ N*iQ). 

D'après le raisonnement qui précède, cette inégalité (27) subsiste 
certainement si p<p'^i2 et si l'on a JS^(^)>log 2. En effet, 
puisque B^(r) est une fonction croissante, on aura alors à plus forte 
raison B^{Qi) > log 2. 

15. Supposons r < B et jB,(r) > log 2. En fusant B — r — 2*, 
nous allons, suivant l'exemple de M. Borel, appliquer plusieurs fois 
de suite l'inégalité (27) en y faisant successivement 

p =- r, p'- r + A; ç ^r + h, ç^r + h + ^] P =- r + * + -, 



ç'^r + h+ - + 



2«' 



En remplaçant encore au second membre de (27) le dénominateur 
q' par i!, nous trouvons ainsi les inégalités suivantes 

h\ ^ 1 * 






etf en élevant ces inégalités respectivement aux puissances 2", 2**"^, 
2**"', . . ., 1, puis en les multipliant entre elles, il en résulte 

^(' + » + 1 + ■ • • + è) > mr^c) 

où 

H - 2"+ 2"-^+ . . . + 1 - 2»+^- 1, 

A = 2"-H 2 • 2»-*+ 3 • 2«-»H h » — 2"+^- (n + 2). 

h. 

Comme r + AH [- ^ <,r + 2h'^ B, et comme d'ailleurs N(r) 

est une fonction croissante, nous trouvons ainsi, quel que sait n, 



N{B)>2^^^l[^N{r)) 
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Puisque NÇR) est une quantité finie^ il résulte de cette inégalité 
qu'on a nécessairement 

^N{r)<\ ou Nir)<^^, 

sans quoi le second membre augmenterait indéfiniment ayec n. 
D'après (26), nous trouvons ainsi pour M^{r) l'inégalité 

(28) M,(r)<K(^)\ 
en supposant toujours B^(r) > log 2. 

16. Nous devons maintenant nous débarrasser de cette dernière 
restriction. Soit donc r une valeur quelconque inférieur à B, et 
désignons par r' une valeur comprise entre r et R, par exemple la 
moyenne arithmétique de ces valeurs, de sorte que l'on ait r'— r 
^B-r'^ \{B - r). 

Si 52(r')>log2, nous avons d'après (28) 

et par suite aussi, puisque M-^{r) est une fonction croissante, 

(29) M,(r)<K{^)'- 

Si B^(r') ^ log 2, nous nous servirons de l'inégalité (18) page 129 

r4- r' 
en y faisant p «— r, (>, "" ^'; 9i =" 2 — ' ^ ^^ noxia donne, en ren- 
forçant encore l'inégalité, 

avec 

2r'-log2 + |&,(0)| + îi^ + i^ + 2|l-a„|. 

Or on a, d'après (25), ^'<log -£"< JK", d'où il suit que le second 
membre de l'inégalité précédente est inférieur au second membre de 
(29). Par suite, cette dernière inégalité subsiste quelle que soit la 
valeur de B^ir")^ et nous avons ainsi établi le résultat suivant: 
Si la fonction monogène 

(30) f{x)^a^ + a^x+"' 

est régulière et différente de et de \ dans le cercle \x\ <,B, on a 
pour tout point x pris à l'intérieur de ce cercle Vinégalité 

(31) |iog/-(x)|<ir(^y, 
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en prenant la branche de log f{x) qui, pour x^^Oy se réduit à la valeur 
principale de log a^ K désignant la fonction de a^ définie par V éga- 
lité (25). 

n est vrai que nous ayions admis que f{x) jouit des propriétés 
indiquées aussi sur la circonférence |â;| — 12^ mais on voit facilement 
que cette condition n'est pas nécessaire. En effet, d'après notre 
raisonnement, l'inégalité (31) sera certainement vérifiée pour un point 
donné X intérieur au cercle envisagé si l'on y remplace B par un 
nombre quelconque B.' compris entre \x\ et 22; faisant tendre B^ 
vers By on en conclut que le premier membre de (31) est inférieur 
ou égal au second, mais, la valeur adoptée pour K étant évidemment 
trop grande, l'égalité est exclue. 

L'inégalité (31) est moins précise que celle de M. Schottkt, à 
laquelle il est fait allusion à la fin du n^ 5, mais elle suffit com- 
plètement pour le but que nous avons en vue. En modifiant un 
peu le raisonnement qui précède, on pourrait d'aiUeurs sans peine 
établir un résultat plus précis, mais nous avons surtout voulu éviter 
les calculs pénibles et l'introduction de limites artificielles et com- 
pliquées. 

17. En s'appuyant sur le théorème qui précède, on démontre en 
quelques mots le résultat de M. Landau et le théorème général de 
M. Picard. 

Observons d'abord que l'inégalité (31) nous donne 

(32) |log f{x)\ < 96«ir pour |a:| ^ |, 

d'où il suit 

(33) \f(x)\ < Sl{a,) i^OMx k|^?> 



2 

en posant pour abréger 

(84) a(ao) - e»«*^. 



1^1 1. ^ étant, d'après un théorème bien connu, au moins égal au 

22 

module de l'un quelconque de ses termes, on aura \a^\-^<Sl{a^y d'où 



«1 



inégalité qui renferme le théorème partictdier de M. Picaed dans la 
forme que lui a donnée M. Landau. 

On obtient d'ailleurs une limite plus précise pour le rayon 22 en 



Sur le théorème de M. Picard dans la théorie des fonctions monogènes. 135 

appliquant à la fonction log Gj^(x) le résultat (11) du n® 7. Ou aura 
alors à substituer 

Air) = log M,{r), f(0) = g).^^, tr(0) = log | (3^,(0) |. 
Remplaçant encore R par —, on trouve ainsi 



2 
jR<4 " 



«0 



«1 



G^,(0)|(logilf,(f)-log|G^,(0)|) 



Mais on a, d^ès (32), M^^fj < 96«JK; d'où 

logJ/,(D<61og96 + log^, 

et d'autre part — log|6ri(0)| < , ^ . .. , de sorte que Tinégalité précé- 
dente devient 



jB<4 



«1 



G^i(0)|(61og96 + |-^ + log^), 



log JE" étant défini par Tégalité (25) et Cr|(0) par Tégalité (17). 

On pourrait encore abaisser notablement cette limite en modifiant 
le raisonnement précédent, mais cela n'a pas grand intérêt, car les 
limites qu'on trouvera par voie élémentaire seront toujours artificielles, 
la vraie limite étant essentiellement liée à la fonction v(e). 

18. Passant au théorème général de M. Picard, nous effectuerons 
d^abord le même changement de variable qu'au n^ 9, dont nous 
garderons aussi les notations. 

R^ désignant la distance du point t^ de la droite qui limite le 
demi-plan T (voir la figure page 125), la fonction f(f) sera régulière 
et différente de et de 1 dans le cercle de centre t^ et de rayon iî^, 

^t, d'après (33), on aura donc dans le cercle intérieur | ^ — ^^ | < -r^ 
l'inégalité 

|f(0|<û(O, 

où 0^ = f(t^, SI étant défini par l'équation (34). 

Or les points z^ étaient tous situés dans un certain cercle c qui 
laisse en dehors les points et 1. En se reportant aux égalités (34), 
(25) et (17), on en conclut que la quantité Sl{z^ est, pour toute valeur 

de w, inférieure à une constante finie Slç^, de sorte qu'on aura \f{f)\< «^o 

B 
dans chacun des cercles | ^ — ^«| < -ô^ • 
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B 



n 
2" 



Mais i2^ augmente indéfiniment ayec tiy et le cercle |^ — ^«|< 

renfermera donc, dès que n est supérieur à une certaine limite, le 
segment A^B^, marqué dans la figure, auquel correspond dans le 
plan des x la circonférence C7„. 

Le module | f{x) \ resterait donc inférieur à Sl^ sur chacune des 
circonférences C„ à partir d'une certaine d'entre eUes, et par suite 
dans un certain voisinage du point x^j qui serait ainsi un point ré- 
gulier de f{x)y contrairement à l'hypothèse. Le théorème est donc 
démontré. 
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